Prefata

Aceastd lucrare a fost conceputd ca o sinteza a lectiilor de mecanica predate de
autor, de-a lungul ultimului deceniu, studentilor din anul II al Facultatii de Matematica a
Universitatii Bucuresti. Ea prezinta elementele fundamentale ale mecanicii clasice,
privind statica si dinamica punctelor materiale si a sistemelor de puncte materiale,
precum si descrierea matematica a evolutiei lor, raportatd la sisteme inertiale si ne-
inertiale. Sunt avute In vedere numeroase aplicatii semnificative, cum ar fi studiul
miscdrii kepleriene, a miscarii relative, raportatd la sistemele inertiale geocentrice si
heliocentrice, precum si analiza migcarii sistemelor rigide.

Au fost considerate subiecte suplimentare programei analitice obligatorii (marcate
cu asterisc) privind studiul calitativ al evolutiei sistemelor conservative unidimensionale
cu aplicatii 1n analiza calitativd a orbitelor, din problema celor doud corpuri, ca si
utilizarea metodei ,,energetice” in clasificarea traiectoriilor in cazul miscarii kepleriene.

Cursul este 1nsotit de un numar de exercitii $i probleme, ce pot fi folosite la orele de
seminar. El utilizeaza notiuni si rezultate din cursurile din anul I (Analiza, Geometrie si
Algebrd), precum si din anul II (Ecuatii diferentiale, Teoria mdsurii). Acest curs are o
prelungire naturald in cursul de Mecanica analiticd din anul III, ca si in cel de
Astronomie.

El se adreseaza studentilor din anul II — Matematicd si anul IV — Matematica-
Informatica, de la Facultatea de Matematicd, ca si tuturor studentilor interesati de
modelarea matematica a fenomenelor naturii.

Autorul multumeste tuturor celor care l-au sprijinit in elaborarea acestei lucriri. In
mod special, 11 este recunoscator domnului academician Lazar Dragos pentru toate
sfaturile utile si pentru ajutorul continuu acordat de-a lungul elaborarii acestei lucrari. Un
gand bun si multe multumiri domnului profesor Nicolae Marcov pentru toate discutiile
purtate pe marginea textului.
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Capitolul 1

Introducere. Privire istorica asupra
mecanicii clasice

Mecanica este stiinta naturii care se ocupd cu studiul echilibrului si al miscarii
corpurilor materiale. Acestea pot fi planete, corpuri macroscopice, molecule sau
atomi, ce pot fi modelate drept puncte materiale, sisteme de puncte materiale sau
corpuri rigide.

Conceptele de baza ale mecanicii sunt spatiul, timpul $i masa (sau, alternativ, forta).

Dezvoltarea mecanicii a avut loc prin evolutia geometriei, cinematicii $i dinamicii.

Geometria cea mai simpla si cea mai des folositd in mecanicd este geometria
euclidiana. Ea reprezintd cadrul ideal al studiului miscarii sistemelor de puncte
materiale si a corpului rigid. Structura metricad a unui spatiu euclidian este omogena si
izotropa, deci independenta de distributia materiei in spatiu. De aici rezultd o
completa relativitate a pozitiei sau a orientdrii In spatiu. Geometria euclidiana a fost
larg acceptata drept cadru natural al descrierii proceselor mecanicii clasice,
newtoniene.

Cinematica se ocupa cu studiul miscarii corpurilor materiale. De aceea, ea este
numita si geometria miscarii. Miscarea cere definirea unui reper (sistem de referinta)
spatio — temporal, adica alegerea unui sistem de coordonate si a unui mod de
masurare a timpului.

Mecanica clasica presupune existenta unui spatiu euclidian absolut $i a unui timp

absolut, ce este independent de structura spatiului. Deoarece spatiul euclidian este
omogen si izotrop, nici o pozitie sau orientare nu poate fi privilegiata, deci nici sistem de
coordonate nu poate fi privilegiat. Pentru a masura scurgerea timpului intr-un punct dat
putem folosi un fenomen periodic uniform. Practic, drept unitate de masura a timpului
este aleasa ziua solara medie (durata medie de timp scursa intre doud treceri consecutive
ale Soarelui la meridianul unui punct de pe suprafata Pdmantului). Traditional, acest
meridian trece prin Greenwich, Anglia. Secunda reprezinta 1/86400 din ziua solarad
medie.

Pentru o informare completd asupra masurarii timpului, vezi Anuarul Astronomic

2003 [15].

Dinamica studiazd miscarea corpurilor materiale sub influenta unor factori aflati in
mediul inconjurdtor. O problemd fundamentald a dinamicii o reprezintd existenta, in
absenta acestor factori, a unei stari naturale privilegiate, in cursul miscarii unui corp.
Aristotel (384 — 322 i.e.n.) a presupus ca exista un reper, astfel incat starea naturald a
oricarui corp ar fi starea de repaus fatd de acest reper. Miscarea incepea din repaus
sub actiunea ,,cauzelor eficiente” si era determinatd de ,.cauzele finale”. O data
migcarea initiata, corpul avea tendinta de a ajunge in starea naturald. Aristotel credea



ca prezenta miscarii este legatd de actiunea unei forte, cu exceptia corpurilor care se
miscad ,,prin ele insele”. In termeni moderni, legea de miscare a lui Aristotel avea
forma:

masa x viteza = forta.

El nu a putut explica faptul cd miscarea continud, chiar daca sursa miscdrii nu mai
este In contact cu corpul. Notiunea de stare naturala a aparut in Grecia Antica, ea fiind
situatd in centrul Pamantului. Corpurile erau atrase spre centrul Pamantului §i se apropiau
de el, daca nu intdlneau in calea miscarii obstacole. Pamantul era privit drept centrul
Universului, planetele miscandu-se pe orbite circulare in jurul sdu.

Existenta starii naturale a fost pusa la indoiald in Evul Mediu, cand N. Copernic
(1473 — 1543) a descoperit cd planetele se miscd in jurul Soarelui si nu in jurul
Pamantului. Pe de alta parte, este evident ca existenta unei stari naturale privilegiate este
in contradictie cu caracterul omogen si izotrop al spatiului euclidian.

In concluzie, teoria aristotelica a reperului natural si legea de miscare asociata s-au
dovedit a fi eronate, ne-existdnd un reper unic, privilegiat, in care miscarea sa fie
determinata de viteza.

e Primul pas spre edificarea unei baze stiintifice corecte a dinamicii a fost facut de catre
Galileo Galilei (1564 — 1642), care a introdus conceptul de acceleratie. Studiind
caderea corpurilor, Galilei a ajuns la concluzia ca ipoteza prin care orice miscare este
legata de actiunea unei forte, este falsd. Intr-adevir, o forti determind variatia vitezei,
iar pentru a pastra miscarea rectilinie $i uniforma a unui corp nu este necesard
actiunea vreunei forte. Aceasta a fost ideea care 1-a condus pe Galilei la formularea
legii inertiei.

Masura tendintei unui corp de a se opune schimbarii starii sale de repaus sau de
migcare rectilinie si uniformd defineste conceptul de masa (inertie) a corpului. El a
observat, de asemenea, ca legile miscarii nu sunt afectate de miscari rectilinii si uniforme.
Deci, Galilei a dovedit faptul ca nu exista stiri naturale privilegiate si viteze privilegiate
ale reperelor alese.

In concluzie, G. Galilei a aritat ca existd repere inertiale, in care corpurile riman in
repaus sau fatd de care se migcd rectiliniu §i uniform, in lipsa actiunii fortelor exterioare.
Reperele inertiale insele se afla in repaus sau in miscare rectilinie si uniforma, unele fata
de altele. Proprietatile spatiului si ale timpului, ca si legile mecanicii, rdman invariante la
o schimbare a reperelor inertiale. Aceasta este esenta principiului relativitatii al lui
Galilei. Relatiile dintre miscarile unui corp, raportate la doud repere inertiale, sunt
cunoscute sub numele de transformari galileene.

e Spre sfarsitul secolului XVII, Isaac Newton (1642 — 1727) a extins legile lui Galilei,
formuland noi legi ale miscarii, ce vor deveni principiile mecanicii newtoniene. Prima
dintre ele se referd la principiul relativitdtii al lui Galilei, Newton extinzand
valabilitatea acestui principiu de la cazul fortei gravitationale, propusa a fi constanta
in vecindtatea suprafetei Pamantului, la forte variabile in spatiu si aplicand-o la
miscarea corpurilor ceresti. In cercetirile sale privind mecanica cereascd, Newton a
propus legea atractiei universale drept bazd a interpretarii matematice a legilor



experimentale asupra miscarii planetelor descoperite de Johannes Kepler (1571 —
1630). Legile mecanicii newtoniene au forma cea mai simpld intr-un reper inertial,
fiecare miscare raportandu-se la spatiul absolut. El a propus in acest rol un reper care
are axele indreptate spre ,trei stele fixe”. Legile lui Newton sunt invariate de
transformarile galileene, dar ele isi schimba forma in cazul reperelor care se migca
accelerat. In acest ultim caz, sunt introduse forte ,,fictive”, cum ar fi forta centrifuga
sau forta Coriolis, care se manifesta doar pentru un observator aflat Intr-un reper care
se misca accelerat fatd de un reper inertial. In conceptia lui Newton fimpul este
absolut si curge independent de spatiu, el fiind acelasi in doua repere inertiale. Fortele
se propaga instantaneu si depind numai de pozitiile relative ale corpurilor. Deoarece
timpul este acelasi in toate reperele inertiale, conceptul de simultaneitate este usor de
definit: dacd doud evenimente au loc la acelasi moment intr-un reper inertial, atunci
ele sunt simultane in orice alt reper inertial.

Bazele mecanicii clasice au fost clar exprimate de Sir Isaac Newton in celebra sa
operda, Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, publicatd in 1686. Date
suplimentare privind aspectele istorice ale dezvoltarii mecanicii clasice pot fi gasite n
lucrarile [8]si[9].



Capitolul 2

Principiul inertiei. Grupul transformarilor galileene.
Cinematica punctului

e Principiul inertiei (Galilei) afirma ca existd sisteme de coordonate, numite sisteme
inertiale, care satisfac urmatoarele cerinte:

1) Toate legile mecanicii sunt aceleasi, la orice moment de timp, in raport cu toate
sistemele inertiale.

2) Toate sistemele de coordonate ce se afla in miscare rectilinie si uniforma fatd de un
sistem inertial sunt inertiale. Sistemele inertiale pot fi fixate pe Pamant, Soare,
diverse stele, s.a.m.d., in functie de problemele studiate.

e Fie M o multime de puncte (notate cu litere mari 4, B, C, P, O, R, s.am.d.) s1V un
spatiu vectorial definit peste corpul de scalari K. Presupunem cé este prescrisa o lege
care asociaza fiecarei perechi ordonate de puncte din M un vector dinV . Astfel,

—_

punctelor P, O € M le facem sa le corespunda vectorul X €V si scriem PQ =X. P

—>
se numeste originea vectorului PQ, 1ar Q extremitatea sa. Multimea M, asociata

spatiului vectorial V / K, defineste un spatiu afin, daca sunt indeplinite urmatoarele
axiome:

1) YVPeM, VxeV 3T unicQ € M, astfel ca PO =X.

2) Daca PO=Xsi OR=Y,atunci PR =X+Y.

Prin definitie, dimensiunea spatiului afin M este egald cu dimensiunea spatiului
vectorial V. / K . Fie M un spatiu afin n-dimensional. Fixam un punct
O € M siobaza fe,} - in V/K. Ansamblul ( O, {,} ) va fi numit sistem de

1,n i=1,n

coordonate afine in M. O este originea coordonatelor, iar €; i = 1, n, sunt vectorii bazei.
Fie P € M un punct arbitrar. Perechii ordonate de puncte (O, P) 11 facem sa

—

corespunda vectorul OP , numit vector de pozitie al lui P fatd de O. Componentele

N n
vectorului de pozitie X = OP =inei ,inbaza {e,} ., {xi} —  Se numesc coordonate
=1 -
afine ale punctului P in raport cu sistemul de coordonate afine ales.
In fine, fie O € M un alt punct, avaind coordonatele afine {y; }‘—T in raport cu

acelasi sistem de coordonate afine. Atunci, conform axiomei 2) de definire a spatiului
afin, rezulta



— —_ — n

PO= P0+0Q=Z(y,.—xi)e,..

Coordonatele {y; —x;} — Se numesc coordonate canonice (relative) ale vectorului
i=l,n

—

PQ . Aspecte suplimentare asupra calcului vectorial si aplicatiilor sale in mecanica pot fi

gasite 1n lucrarile [5], [6] si [7].

Fie R multimea numerelor reale si R" un spatiu vectorial dimensional. Dupa cum
am vazut in paragraful anterior spatiul afin n- dimensional A" se defineste pe R” cu
ajutorul grupului de translatii:

a—a+b , aed", beR", a+bed"

Cu alte cuvinte, diferenta a doua puncte ale spatiului afin 4" este un vector din

spatiul vectorial R".

Daca pe spatiul vectorial R” introducem o forma biliniara, simetrica si pozitiv

definitd <,> (numitd produs scalar), spunem ca am definit o structura euclidiana. Fie
x,y € A" . Distanta dintre punctele xsi y este data de:

p.(x, ) =[x =y =Jx=y.,x-)),

Spatiul afin A", inzestrat cu distanta p,, se numeste spatiul euclidian n -

dimensional si se noteaza cu E" .

1)

2)

Structura spatio-temporalda galileana, specificA mecanicii clasice, cuprinde
urmadtoarele elemente esentiale:

Universul evenimentelor (sau continuumul spatio-temporal) este un spatiu afin
cvadridimensional 4*. Punctele lui 4* se numesc evenimente. Translatiile pe A*
genereazi spatiul vectorial R*.

Timpul este o aplicatie liniard #:R* — R, definita pe spatiul vectorial al translatiilor
universului evenimentelor cu valori pe axa temporala R. Intervalul de timp dintre

evenimentul ae A* si  evenimentul bhe A* este numarul real ¢(b—a). Daci
t(b—a)=0 evenimentele a si b se numesc simultane. Multimea evenimentelor

simultane formeazi, in universul evenimentelor A4*, un subspatiu afin 4’ numit
spatiul evenimentelor simultane. Nucleul aplicatiei ¢ este alcatuit din translatiile pe
A* care duc un eveniment arbitrar intr-un eveniment simultan cu el. Prin urmare,
nucleul functiei ¢ va fi izomorf cu subspatiul vectorial R* al lui R*.



3) Distanta dintre doua evenimente simultane a si b este definitd de produsul scalar de
3
pe R:

/03(a,b):||a—b||3 =/{a—b,a-Db), , VYabed .

Aceastd distantd genereazi pe spatiul evenimentelor simultane 4’0 structurd

euclidiand, notatd E°. Spatiul afin 4*, inzestrat cu structura spatio-temporali galileani
prezentata, este numit spatiu galilean.
Grupul tuturor transformarilor care pastreaza structura galileana (adica, toate

transformirile afine pe A*care conservd intervalele de timp si distantele dintre
evenimentele simultane) este numit grupul Galilei. Elementele acestui grup se numesc
transformari galileene.

e Fie RxR’ produsul cartezian al axei temporale R cu spatiul vectorial R® inzestrat

cu o structurd euclidiani fixatd. RxR”® posedi o structurd galileand naturali si va fi
numit spatiu aritmetic galilean. El va reprezenta cadrul desfasurdrii proceselor
mecanicii clasice. Pe acest spatiu vom definii trei exemple fundamentale ale
transformarii galileene:

—_—

) gltx)=(tx+vt) , VieR , VxeR’cu v= const. (miscare uniformd cu
vitezaV);

2) gz(t,x): (t+s,x+y) , VteR , VxeR’ cuseR siyeR’ date (translatia
originii sistemului de coordonate);

3) g(t.x)=(t,Gx) , VieR , VxeR’ ,cu G:R®—> R’ transformare ortogonala
data (GGT = 13) (rotatia axelor de coordonate).

Fie multimea Mc R*. Functia bijectivi ¢, : M — RxR’se numeste sistem
galilean de coordonate pe multimea M. Spunem ca un sistem galilean de coordonate ¢,
se deplaseazd uniform in raport cu sistemul ¢, daci aplicatia ¢, o;' :RxR’> - RxR’
este o transformare galileana. Sistemele galileene de coordonate ¢, s1 ¢, definesc pe M

aceeasi structura galileana.

e Numim miscare in R"a unui punct material o aplicatie derivabild
x:I >R",IcR. N=1 corespunde miscarii rectilinii, N =2 miscarii plane,
iar N = 3 migcdrii spatiale a unui punct material. Imaginea aplicatiei x:/ — R" se
numeste traiectorie in R" . In cele ce urmeazi, vom considera ci toate functiile care
intervin sunt suficient de regulate, in afara cazurilor in care se fac mentiuni speciale.



Definim vectorul viteza a unui punct material la momentul ¢, € / prin derivata
temporala a miscarii:

. dx
V(to)zx(to)za |t—t
~%

Viteza este un vector tangent la traiectorie la orice moment din timp.

Dimensiunea vitezei este LT (L fiind simbolul pentru lungime, iar T cel pentru
timp). Viteza se masoara in SI in metri/secunda (m/s).

Definim vectorul acceleratie a unui punct material la momentul ¢, € [ prin derivata
a doua 1n raport cu timpul a miscarii:
d*x

a(to)zx(to)zvt_t .
%o

Dimensiunea acceleratiei este LT . Ea se mésoard in SI in m/s’.

e Vom considera miscarea unui sistem mecanic de n puncte materiale, in spatiul
euclidian tridimensional. Intr-un sistem galilean de coordonate fixat, miscarea acestui

sistem este dati de » aplicatii X,:/ —>R’, i=1,n Presupunem ci graficele
miscarii  punctelor T, ={(z,X,(?))/tel} si T, ={(X,;(?)/tel}sunt disjuncte,
pentru Vi j. Astfel, evitdm ,,coliziunile” dintre punctele materiale ale sistemului.

Numim spatiul configuratiilor sistemului de n puncte materiale spatiul R*x...xR”.
%/_/

AplicatiileX;, i = Ln genereazi o functie X:/ — R",N =3n, definiti pe axa

temporala cu valori in spatiul configuratiilor. Aceastd functie defineste miscarea unui
sistem de n puncte materiale.

o Exercitii si probleme:

1) Sa se arate ca functiile g, g», g3 care definesc miscarea uniforma, translatia originii si
rotatia axelor de coordonate sunt transformari galileene.

2) Si se demonstreze ci orice transformare galileani g:RxR’> —>RxR® poate fi
reprezentatd in mod unic drept compunerea unei rotatii, cu o translatie §si o miscare
uniformi (g =g, °g,°g;).

3) Toate spatiile galileene sunt izomorfe intre ele (adica, existd o transformare bijectiva
ce conserva structura galileand). In particular, toate spatiile galileene sunt izomorfe cu
spatiul aritmetic galilean RxR”.



4)

5)

6)

7)

8)

In cazul miscarii plane a unui punct material sd se determine componentele vitezei si
ale acceleratiei n raport cu un sistem de coordonate polare.

In cazul miscarii spatiale a unui punct material sd se determine componentele vitezei
in raport cu un sistem de coordonate sferice.

In cazul miscarii spatiale a unui punct material sa se afle componentele vitezei si ale
acceleratiei in raport cu triedrul Frenet asociat traiectoriei.

Sa se studieze miscarea unui punct material aflat pe un cerc de raza R, care se
rostogoleste fard sa alunece, in plan vertical, pe o dreaptd data, aflata in acelasi plan
vertical, stiind cd centrul cercului se deplaseaza uniform cu viteza Vv, , paralela cu
dreapta.

Un punct material se deplaseaza uniform pe o elice circulara de pas /4 si raza R. Sa se
afle viteza si acceleratia punctului.



Capitolul 3

Masa, fortd, momentul unei forte

e Fie M un sistem material continuu sau discret. Lui 1i asociem numarul real m(M),
numit masa sistemului, care are urmatoarele proprietati (vezi [6]):

1) m(M)>0, VM eP M);

dm ) C e a Coa C e
2) 7 =0, masa sistemului ramane constanta in timpul miscarii;
t

3) VM,,...,M, o partitie a lui M avem m(M) = Zm(Mi).

i=1

Proprietatile 1) si 3) ne aratd ca masa este 0 masurd pozitiva pe multimea partilor
sistemului M. Prin urmare, avem reprezentarea:

m(M )= Jdm,

M

unde integrala se face pe varietatea materiala M. Aici si in cele ce urmeaza, integrala pe
M va f1 Inlocuita cu o suma, daca sistemul M este discret.

In plus, dacd presupunem ca masura m este absolut continud in raport cu masura
Lebesgue upe V, varietatea geometrica asociatd varietdtii materiale M, atunci rezulta ca

exista o functie unica p , numita masa specifica (sau masa unitatii de volum), astfel incat:

(3.1) m(M)=[ pdy.

Elementele fundamentale privind teoria masurii, necesare in acest capitol, pot fi
gasite Tn monografia [14].

* In mecanica clasicd sunt utilizate varietiti materiale ideale, cum ar fi: puncte
materiale, curbe materiale si suprafete materiale. In primul caz, ele pot modela
migcarea electronilor intr-un atom, al atomilor intr-o moleculd, a planetelor in
sistemul solar. In cel de-al doilea caz, ele sunt utilizate in descrierea
comportamentului firelor subtiri, iar in ultimul caz, al placilor subtiri.

In cele ce urmeazi, vom prezenta definirea riguroasi a masei unui sistem discret
alcituit din n puncte materiale. In acest caz, varietatea geometrici corespunzitoare are
masurd Lebesgue nuld. Prin urmare, formula de reprezentare (3.1) nu mai are loc, in sens
clasic. De aceea, masa specifica va fi definitd cu ajutorul distributiei Dirac. Astfel, fie
m,> 0 masa concentrata in punctul x,, presupusd a fi constantd in timp. Atunci, masa

specifica va fi definiti in tot spatiul R®, prin formula:



p=md(x—x,) .

Din (3.1) si proprietatile distributiei Dirac (vezi [17]), rezulta:
J.moé‘(x_xo)dﬂ =m, J-é'(x—xo)d,u =m .
R3 R3

In cazul unui sistem de n puncte materiale x;, avand masele m,> 0, i=1,n,
constante Tn timp, vom defini masa specifica a sistemului material discret prin relatia:

p=Zn:mi5(x—xi) .

i=1

Atunci, masa totala a sistemului va rezulta sub forma:
m= J-pd,u = Zmi J-é‘(x_xi)d/u = Zmi
RrR3 i=1 RrR3 i=1

Aceasta formula este in acord cu axioma a treia a masei.

o Centrul de masa G al unui sistem material M este definit de egalitatea:
jGPdmzo . VPeM
M

—

_ —
Fixand originea O a unui reper cartezian, din relatia GP = GO+ OP, obtinem
vectorul de pozitie al centrului de masa, sub forma:

(3.2) 0_é=lj55dm . VPeM
mM

Notand OG =& si OP =x, vom obtine coordonatele centrului de masa G, in
reperul cartezian cu originea in O, sub forma:

gl [xdm =123
mM

Centrul de masd G este unicul punct cu aceasta proprietate. Este evident ca daca G’
este un alt centru de masa al sistemului M, din (3.2) rezulta:

m((TG'— @) =0.



Deci, G=G'.

e A doua marime fundamentald a dinamicii este forfa. Dacd masa era legatd de
distributia materiei in spatiu, forta exprimd interactiunea dintre corpuri. Originea
fortelor este diversa, ea putind fi de naturd electricd, magnetica, gravitationala,
moleculara, etc. Forta poate fi continud sau discontinud si poate actiona prin contact
sau la distanti. In mecanica newtoniana ea este legatd de variatia vitezei, adica de
acceleratie.

O ipoteza fundamentald a mecanicii clasice se refera la faptul ca forta se propaga
instantaneu de la sursa la corp. Aceastd ipoteza este intrinsec legatd de conceptul de timp
absolut, experientele aratand ca in natura fortele se propagd din aproape in aproape si nu
instantaneu.

Conform principiilor determinismului si al actiunii fortelor, care vor fi prezentate in
capitolul  urmator, o forta va fi modelata ca drept o functie
F: R"xR" xR - R", unde RY N =3n este spatiul configuratiilor asociat miscarii
sistemului material discret. Forta F va trebui sa satisfaca ecuatia de miscare a lui Newton:

(3.3) mx = F(X,%,1).

Avand 1n vedere necesitatea invariantei fortei la transformari galileene, obtinem
urmatoarele restrictii asupra functiei F:

1) Deoarece translatia pe axa temporald este o transformare galileana, rezulta ca forta nu
depinde explicit de timp, intr-un reper inertial. Astfel, ecuatia fundamentala (3.3) va
avea forma:

(3.4) mX = F(x,X).

2) Deoarece translatiile spatiale sunt transformari galileene, rezultd ca forfa depinde
doar de coordonatele relative ale punctelor sistemului material. Astfel, dacd

X, =@,(t),i= I,_nreprezinté migcarea sistemului material discret M (deci, solutii ale

e —

sistemului (3.4)), atunci §i X, + 1,1 = I,_n, Vr e R® cu ¥ = const., verifici ecuatia lui
Newton (3.4).

3) Deoarece rotatiile in R® sunt transformiri galileene, rezulti ci forta F trebuie si
satisfaca egalitatea:

F(Gx,GX) = GF(x,X), V G €Ort(R* ).

Aici Ort(R3) reprezinti multimea transformirilor ortogonale pe R”.
Proprietatea 3) ne arata ca forta este un vector izotrop.

e Fixat fiind punctul O , definim momentul fortei ¥ in raport cu polul O prin vectorul
My, dat de relatia:



M, = OPxF,

unde P este punctul de aplicatie al fortei F.
Daca vom schimba polul momentului din O in O', rezulta:

M, =ﬁxF=[%+§ij=%xF+Mo .

Prin urmare, momentul unei forte este un ,,vector legat”, el depinzand de polul O. in
schimb, scalarul F-M, este invariat de schimbarea polului. Intr-adevir, avem relatia:

F-M,. :F-(O'OXFJ+F-MO -F-M, .

Cuplul (F, M) formeaza forsorul fortei F in raport cu polul O. F-M,, reprezinta

scalarul torsorului.
Fie 0 o axd de versor u, O,0'e § . Din formula de schimbare a polului rezulta:

u-M,. =u-(O'OxFJ+u~MO =u-M, .

Rezulta ca scalarul u-M,, este independent de alegerea polului momentului pe axa

O . Prin urmare, scalarul u-M, defineste momentul fortei fata de axa d .
In acest paragraf am notat cu ,,axb” produsul vectorial si cu ,,a-b ” produsul scalar
a doi vectori. Pentru elemente suplimentare privind calculul vectorial si aplicatiile sale in

mecanica, vezi lucrarile [5], [6] si [7].

e Sd consideram acum sistemul material M, supus fortelor F,, aplicate in punctele P,

i=ln.

Definim rezultanta sistemului de forte {F, }i:ﬁ prin vectorul:

respectiv, momentul rezultant al sistemului de forte {Fl. }i=ﬁ in raport cu polul O, prin

vectorul:

i=1

Cuplul (R,M,) defineste torsorul sistemului de forte {F, }i:ﬁ in raport cu polul O.

Schimband polul din O in O’, rezulta:



M, =Z(0'_0>+0—1{jxm —0'OxR+M, .
i=1

De aici, obtinem:
R-M,,. :R-(O'Oij+R-M0 =R-M,

Deci, scalarul torsorului R -M,, este invariat de schimbarea polului.

Exercitii i probleme:

1) Centrul de masa al unui sistem material se afld in interiorul oricérei suprafete convexe
care contine 1n aceeasi zona a spatiului sistemul de puncte materiale.
2) Daca punctele unui sistem material se afla pe o dreaptd sau intr-un plan, atunci
centrul de masa al sistemului se afld pe acea dreapta, respectiv in acel plan.
3) Daca sistemul material admite o varietate de simetrie (punct, axd sau plan) atunci
centrul de masa al sistemului se afld pe acea varietate de simetrie.
4) Daca sistemul material M admite o partitie {M ; }i:ﬁ , fiecare subsistem M; avand masa
m; si centrul de masa G;, atunci centrul de masa al sistemului G va avea vectorul de
.« . - .
pozitie OG, dat de relatia:
n RN n SN
QO _.m)0G =) (m,0G)) .
i=1 i=1
5) Daca sistemul material M=M;\ M, reprezintd diferenta sistemelor M; si M>, de mase
m; si m; si centre de masa G; si G,, atunci centrul de masa al sistemului G va avea
E—
vectorul de pozitie OG, dat de relatia:
— — —
(m, —m,) OG = m, OG,—m, OG,
6) Fie M un sistem material supus sistemului de forte {Fl. }i:ﬁ .
Presupunem ca rezultanta R # 0. Sa se arate ca locul geometric al punctelor P pentru
care rezultanta R si momentul rezultant Mp sunt colineare este o dreaptd, numita axa
centrala a sistemului.
7) Sa se defineasca si sa se studieze proprietatile produsului scalar a doi vectori.
8) Sa se defineasca si sd se studieze proprietdtile produsului vectorial a doi vectori.



9) Sa se defineasca si sa se studieze proprietatile produsului mixt a trei vectori.

10) S& se defineascd si sa se obtina formulele de reprezentare ale dublului produs
vectorial a trei vectori.



Capitolul 4

Principiile mecanicii newtoniene

e Alaturi de principiul inertiei, pe care l-am descris in capitolul 2, in acest capitol vom
prezenta si vom analiza celelalte principii care stau la baza mecanicii clasice.

1) Principiul determinismului (Newton — Laplace)

G. Galilei a fost primul care a observat ca starea unui punct la un moment dat este
determinata de pozitia si viteza sa. Vom nota cu ty momentul initial al miscarii.

Principiul determinismului afirma ca starea initiald a unui sistem mecanic
determind, in mod unic, migcarea sa, la orice moment din timp.

Astfel, pentru un moment t apropiat de ty, presupunem cd avem dezvoltarea
tayloriana:

2
x\t)=x\t,)+(t—t,)x.(¢ +Mjé.t +et) =123
1() 1(0) ( 0) 1(0) 2 i\"0 i

De aici, rezulta cd, daca starea initiald (X(¢,),X(z,)) este datd, pentru a determina

miscarea trebuie sa aflam acceleratia. Prin urmare, intuim cd avem nevoie de o relatie
intre fortd si acceleratie. Aceasta relatie este datd de urmatorul principiu.

2) Principiul actiunii fortelor (Newton)

Variatia miscarii este proportionala cu forta motoare imprimata si este coliniara cu
ea.

Acest principiu, numit i legea a doua a lui Newton, la fel ca si celelalte principii

ale mecanicii clasice, a fost enuntat de Isaac Newton in celebra sa carte Principia
Mathematica (1687). Expresia ei matematica este:

sau
(4.1) mX = F(X,%) .

Acestd forma a legii a doua a lui Newton a fost datd de Mac Laurin (1742) si de L.
Euler (1748).



In cadrul mecanicii clasice, o forma echivalenta a lui (4.1), avand 1n vedere axioma
constantei masei in timpul miscarii, este:

d
- :F9 = mX s
dtp p=m

unde p este vectorul impuls. Dimensiunea fizici a fortei este MLT? (unde M este
simbolul masei), iar unitatea sa de masura in SI este newtonul N (un newton este forta
necesara pentru a imprima unei mase de 1 kg. o acceleratie de 1m/s?).

3) Principiul actiunii si al reactiunii (Newton)

Actiunile reciproce a doud corpuri sunt intotdeauna coliniare, egale si dirijate in
sens contrar.

Fie P; si P, doud puncte materiale aflate in interactiune. Daca vom nota cu F,, forta
cu care punctul P, actioneaza asupra punctului P; si cu F,, forta cu care punctul P,
actioneaza asupra punctului P,, atunci acest principiu va avea forma matematica:

—
I:12 :_sz F12 | PP, .

e Pentru a determina miscarea, vom proiecta ecuatia lui Newton (4.1.) pe un reper
cartezian:

mi, = F,(,X) ,  i=123.

Vom obtine un sistem de trei ecuatii diferentiale de ordinul doi, cu trei necunoscute
X;, in general neliniar. Urmand procedeul standard, folosind substitutiile:

_‘h_ _xl_ _Ql_ I X, |
q, Xy 0, X,

q= q; _ %3 . 0= 0, _ X, ,
q, X 0, F/m
qs X, 0Os F,/m
aNES O | £/ m ]

acest sistem de ordin doi se va reduce la un sistem diferential de ordinul intai, avand sase
ecuatii cu sase necunoscute, scris sub forma normala:

(4.2) q=Q(®.



Sistemul (4.2) se numeste sistem dinamic autonom. Pentru determinarea miscarii,
sistemului (4.2) 11 vom asocia conditiile initiale:

(4.3) a(t) =9, {x"(%) o

xi(to) = )'C? .

Astfel, am obtinut problema Cauchy (4.2), (4.3). Daca functiile Q; (deci
componentele fortei F;) sunt Lipschitz continue pe domeniul de definitie, atunci solutia
problemei Cauchy (4.2), (4.3) existd si este unica (vezi [4]). In acest caz solutia va
depinde de datele initiale sub forma:

q="F(r.q°) .

Asupra studiului calitativ al ecuatiei lui Newton, in caz unidimensional, vom reveni
pe larg, Intr-un capitol separat.

e Conditiile de regularitate care asigura existenta si unicitate solutiei problemei Cauchy
(4.2.), (4.3), determina dependenta sa continua de datele initiale pe un interval finit de
timp. Daca vom pune problema dependentei solutiei de datele initiale pe un interval
infinit de timp, atunci va trebui sd studiem stabilitatea solutiei problemei Cauchy
considerate (vezi [4], cap. 4).

Fie f solutia problemei Cauchy (4.2), (4.3) corespunzatoare datelor initiale ao sif

solutia aceleasi probleme pentru datele initiale q°. Solutia f se numeste stabild (in raport
cu solutia f) daca oricarui € > 0 i corespunde un 7, > 0 cu proprietatea :

Q' -q|<n, = ‘f—ﬂ<g ,  Vi>t,

Solutia f se numeste asimptotic stabila (in raport cu solutia f ), daca :

<n = lim

[—w

qo—ao f—ﬂ:O :

e O pozitie X =a este pozitie de echilibru a traiectoriei punctului material, daca lasand
punctul in aceastd pozitie cu viteza initiala nula, el va rdmane tot timpul in aceasta
pozitie. Putem scrie matematic aceastd definitie, sub forma:

X(t,)=a, x(,)=0 = x(t)=a, Vi>t,.

Solutia X =a verifica ecuatia de miscare (4.1), daca:

(4.4) F(a,0)=0 , Vt>¢,



Din teorema de unicitate a solutiei problemei Cauchy (4.2), (4.3), rezulta ca relatia
(4.4) este o conditie suficientd de echilibru. Prin urmare, conditia necesara si suficienta ca
un punct material sa se afle in echilibru in pozitia X =a este ca rezultanta fortelor ce
actioneaza asupra punctului sa fie nuld. Ecuatia (4.4) ne furnizeaza trei ecuatii scalare
pentru determinarea componentelor vectorului a.

O porzitie de echilibru X=a este stabila dacad oricare ar fi £,&'>0, sa existe

1., 77;,> 0, astfel ca:

|X(to)_ a| <7, si |X(t0 )| <7
sa implice
X(t)-a/ <& si x(t)| <&, Vi>t,.
Cu alte cuvinte, pozitia X = a este stabila daca, ,,Jansand” punctul material dintr-o
vecindtate a ei cu viteza suficient de mica, el va ramane in ,,apropierea” pozitiei X = a, iar
viteza sa nu va creste ,,prea mult”.

e Exercitii si probleme:

1) Sa se studieze miscarea pe directia verticala a unui punct material greu, aflat in vid,
descrisa de urmatoarea problema Cauchy:

2) Sa se studieze miscarea in plan vertical a unui punct material greu, aflat in vid,
descrisa de urmatoarea problema Cauchy:

3) Sa se studieze miscarea in plan vertical a unui punct material greu, aflat in mediu
rezistent, descrisd de urmatoarea problema Cauchy:

ng_gcp(v)% , x(0)=0 , x(0)=v, ,

unde g:|g|:9,81m/ s* este modulul acceleratiei gravitationale, V =X, V:|V, iar

¢:R, — R, este o functiec monoton crescitoare cu ¢(0)=0, limg(v)=+oo.
V0

4) Sa se studieze miscarea rectilinie a unui punct material de masa m, aflat sub actiunea
unei forte elastice de modul £ > 0, descrisa de problema Cauchy:



5) Sa se studieze miscarea rectilinie a unui punct material de masa m, aflat sub actiunea
unei forte elastice de modul £ > 0 si a unei forte de frecare proportionale cu viteza,
descrisa de problema Cauchy:

mi=-kx-mAx , x(0)=x, , #0)=0 , A1eR.

6) In cazul problemei oscilatorului liniar, descrisa de exercitiul 4), s se arate ca punctul

x=0, x=0, este o pozitie de echilibru stabila.



Capitolul 5

Dinamica punctului material. Forte conservative

e 1In acest capitol vom studia principalele marimi mecanice care definesc
miscarea unui punct material. In final, vom introduce o clasi speciala,
importantd, de forte: fortele conservative.

Fie P un punct material de masa m, avand vectorul de pozitie X(t).

Dupa cum am vazut, definim vectorul impuls al punctului P prin egalitatea:

pzm)'((t).

Dimensiunea fizica a impulsului este MLT™.

Fiind dat un punct O, drept originea reperului inertial la care se raporteaza
miscarea, vom defini momentul cinetic al punctului material P in raport cu polul O
a fi vectorul:

Ky =Xxp=Xx(mX), X:a;.

Este evident cd momentul cinetic reprezintd momentul impulsului fata de
polul O. Dimensiunea sa fizici este ML*T .

A treia marime fundamentald a dinamicii punctului material este energia
cinetica. Definim energia cineticd a unui punct material P a fi scalarul, dat de
relatia:

Dimensiunea sa fizici este ML> T .
In fine, definim lucrul mecanic efectuat de o forta F , care deplaseaza

E—
punctul material P, avand vectorul de pozitie X = OP , de-a lungul unei curbe
date, intre punctele 4 si B, a fi scalarul definit de integrala curbilinie:

L,= IF-dx.

AB



Marimea scalara dL =F-dx se numeste lucru mecanic elementar, iar
scalarul:

p-dL_r
dr

defineste puterea mecanica.

Dimensiunea fizicid a lucrului mecanic este ML? T'z, iar unitatea sa de
masurd se numeste joule (simbolul J). 1 joule reprezintd lucrul mecanic efectuat
de o fortd de 1 newton la o deplasare de 1 metru.

Dimensiunea fizici a puterii mecanice este ML® T™, unitatea sa de masura
fiind watt-ul (simbol W). 1 watt reprezinta puterea necesara efectuarii unui lucru
mecanic de 1 joule intr-o secunda.

e Un camp de forte F(X) se numeste conservativ ( potential) daca existd un camp
scalar H(X) astfel Incat:

F(x) = gradIT(x).

In acest caz, lucrul mecanic efectuat de forta F intre punctele 4 si B nu

depinde de drumul AB , ci numai de capetele lui:

L, = [F-dx= [gradTi(x)-dx = [dIT(x)=T1(B)-T1(4).

AB AB AB

Reciproc, dacd vom presupune ca lucrul mecanic nu depinde de drumul
parcurs (adica, este o functie de stare), atunci putem defini poten;ialull'[(x) al
fortei F, prin formula:

(5.1) I(X) = J-F-dx,

XOX

unde X, este vectorul de pozitie al punctului initial, iar X(¢) este vectorul de pozitie
al punctului curent. Se obtine usor relatia:

(5.2) grad I'T(X) = F(X).



In concluzie, un camp de forte este conservativ daca §i numai daca lucrul
mecanic este o functie de stare.

Daca drumul este inchis ( A=B ), este evident ca rezultatul precedent se
reduce la conditia

[F-ax=n1(B)-11(4)=0 ,

unde y este un drum Inchis, care contine punctul 4. Din teorema lui Stokes
rezultd ca relatia precedentd este echivalenta cu

rotF=0 ,

adica F este un camp irotational de forte. Acest rezultat este valabil pentru un
domeniu  simplu conex §i pentru un camp de forte regulat
(Fe [Cl(R)]3 si ITe C*(R)), vezi [12]. Pentru definirea operatorilor gradient si
rotor, ca §i pentru proprietatile lor, pot fi consultate lucrarile [5] si [6].

¢ In final vom da cateva exemple de forte conservative.

1) Primul exemplu de forta conservativd este greutatea unui punct material de
masa m, G =mg. in raport cu un reper cartezian, care are axa Oz orientata
dupa verticala ascendentd, G = —mgk , unde g este acceleratia gravitationala,
presupusa a fi constanta, iar K este versorul axei Oz. In acest caz potentialul
fortei gravitationale va avea forma:

IM=-mgz+C
unde C este o constanta scalara arbitrara.

2) Al doilea exemplu de fortad conservativa se referd la fortele centrale. Definim
o fortd centralda in raport cu punctul O, a fi un vector invariant la grupul
miscarilor plane ce lasa fix punctul O. Din aceastd definitie se vede usor ca
dreapta suport a unei forte centrale trece prin O si ca modulul fortei depinde
doar de distanta de la punctul ei de aplicatie la punctul O. In concluzie,
expresia matematicd a unei forte centrale este:

(5.3) F)=F(r) X, x=0P, r=|x|.
r



Daca F(r) < 0 forta centrald se numeste atractiva, iar daca F(r) > 0 forta
centrald se numeste repulsiva. Din formula (5.3) rezultd usor cd rotF =0, deci

fortele centrale sunt conservative.

Cel mai simplu exemplu de fortd centrala este cel al fortei elastice. In acest
caz F(x)=—kx, unde k =const.>0 se numeste modul de elasticitate. Aceasta

expresie a fortei elastice se bazeazd pe experimentele unidimensionale (legea
Hooke).
Potentialul fortei elastice are forma:

3
(5.4) H(x)=—§;x3 +C

unde x,, i=13, sunt componentele carteziene ale vectorului X.

Cel mai celebru exemplu de fortd centrald este forta de atractie universala

m X n . C e .
F(X) =—f—5—-— , care, in particular, reprezintd forta de atractie pe care Soarele
reor

(de masa M) o exercitd asupra unei planete (de masd m), aflatd la distanta r.
Constanta f (constanta atractiei universale) este determinatd experimental si are

valoarea f =6,673x10""" m’/(kgxs*). Potentialul fortei de atractie universald
are forma:

(5.5) nx=r"™,c.
r

o Exercitii si probleme:

1) Din (5.1) sa se obtina relatia (5.2).
2) In cazul fortelor centrale (5.3), si se arate ci ele sunt irotationale.
3) Sa se deduca potentialul fortei elastice sub forma (5.4).

4) Sa se deduca potentialul fortei de atractie universala sub forma (5.5).



Capitolul 6

Teoremele generale ale miscarii punctului material

e In acest capitol vom obtine din principiile mecanicii newtoniene, cu ajutorul
marimilor fundamentale introduse In capitolul precedent, teoremele generale ale
dinamicii punctului material. Pentru fiecare dintre ele vom analiza consecintele cele
mai importante.

Teorema 6.1 (teorema impulsului)

Migcarea unui punct material are loc astfel incdt derivata temporala a impulsului
este egala cu forta rezultanta aplicata punctului:

p=F.
Demonstratie:

Pornind de la principiul actiunii fortelor mX=F, avand in vedere definirea
impulsului p = mX si tinand cont de axioma constantei masei in timpul miscarii m =0,
rezultica p=mX=F =m

—
Daca, in particular, F =0, din teorema impulsului rezultd p =0, deci X = const..

Prin urmare, daca forta rezultantd ce actioneaza asupra punctului este nuld, punctul se
misca rectiliniu i uniform. Astfel, regasim principiul inertiei, Intr-un caz particular (F =
0).

Pe de alta parte, este bine sa remarcdm ca principiul inertiei nu este o consecinta a
teoremei impulsului, el actionand pe o clasa mult mai generala de miscari (ale mecanicii
clasice si ale teoriei restranse a relativitatii).

Teorema 6.2 (teorema momentului cinetic)

Miscarea unui punct material are loc astfel incat derivata temporala a momentului
cinetic este egala cu momentul fortei rezultante aplicate:

K,=M, =xxF .
Demonstratie:
Din principiul actiunii fortelor mX=F, inmultind vectorial cu X, rezulta
XxmX=XxF .

- 9 < , d . .
De aici, rezultd usor cd X x mX = d—(x xmX) =K, .
4



Deci, K, =xxF=M_, m

e In continuare vom prezenta doud cazuri particulare importante si consecintele
teoremei momentului cinetic in aceste cazuri.

1) Fie F o forta centrala, al carei suport trece prin polul O. Rezultd cd M, =xxF =0.

. E—
Prin urmare, din teorema momentului cinetic rezulta K, =0, deci K, =const. .

Astfel, obtinem o integrala prima vectoriald a miscarii ( numitd integrala prima a
momentului cinetic ):

—

(6.1) XXX =X, XX, = const..

Daca Xy si X,au suporturile paralele, atunci produsul lor vectorial este nul. Din
(6.1) rezultd ca x(¢) si X(¢) vor avea suporturile paralele, pentru orice moment de timp ¢
. Prin urmare, in acest caz miscarea va fi rectilinie.

In general, X si X, nu au suporturile paralele, deci ei formeaza un plan. Vom arita
cd miscarea se va face in acest plan. Intr-adevir, folosind integrala prima (6.1) si notand
cu k versorul normalei la planul (Xo, X, ), rezultd ca (XxX)xk = (X, xX,)xk =0. Deci,
k va fi normal pe planul miscarii (X(¢), X(¢)), Vt .

In acest plan al miscarii vom introduce coordonatele polare (r,6) ale punctului
material P. Notand cu A A aria ,,mdturata” de raza vectoare in intervalul de timp At ,

vom defini viteza areolard A a punctului P, prin relatia:

A= limA—A:% .
A0 At d¢

Tinand cont de estimarile geometrice evidente:

rezulta

2 2
VA@SAAS(I"-FAV) AQ
2At At 2At

De aici, trecand la limita cuAz — 0, obtinem:

g
A_dA_10
2

Pe de altd parte, daca vom calcula, in coordonate polare, scalarul:



1 20
—|x>< x| =—
2 2

rezultd expresia vitezei areolare, sub forma:
1 ,
A= —|X X X|

2

Folosind integrala primd a momentului cinetic, rezultd ca miscarea se face in acest

caz cu viteza areolard constantd. Daca vom nota cu A:E(xxx) vectorul viteza

areolara, din consideratiile precedente rezulta ca el este perpendicular pe planul miscarii
si are marime constanta.

In concluzie, miscarea unui punct aflat sub actiunea unei forte centrale este pland,
sau rectilinie, in primul caz ea desfasurdndu-se cu viteza areolara constanta.

2) Definim un camp de vectori cu simetrie axiala a fi acei vectori invarianti la rotatiile
din spatiu ce lasa fixe punctele unei axei date. Folosind un sistem de coordonate

cilindrice (r, 0, z) , In care axa de simetrie este axa Oz, avand versor K, rezultd ca daca
vectorul F are simetrie axiald, atunci F=F(r,z) si F va fi coplanar cu k .

Reamintindu-ne definitia momentului unei forte fatd de o axa, datd in capitolul 3,
rezulta cd momentul fortei F in raport cu axa Oz, va fi dat de expresia:

M. =(xxF)-k
Propozitia 6.1

Daca punctul material P se misca datorita unui camp de forte cu simetrie axiald in
raport cu axa fixa Oz, atunci proiectia momentului cinetic pe aceastd axa se conserva.

Demonstratie:
Din definitie avem K.=K,-k=(xxmx)-k, de unde rezulti ca

K, =(xxmX)-k +(xxm%)-k =(xxF)-k=M, -k =M .
W\
0

Dar x, F si k sunt coplanari, deci produsul mixt (X, F,k)zO . Rezulta ca

avemK_ =0, deci K. =const. m

o Teorema 6.3 (teorema energiei)

Miscarea unui punct material are loc astfel incdt diferentiala energiei cinetice este
egald cu lucrul mecanic elementar efectuat de forta rezultanta aplicata:



Demonstratie:

Din principiul actiunii fortelor mX=F, inmultind scalar cu dx, rezulta
mX-dx=F-dx .

De aici, avem mX-dx = mX - Xdt = mx-dx =dT si F-dx=dL.

Rezultaca dT =dL =

Propozitia 6.2

Variatia energiei cinetice intre momentele t; si t; este egala cu lucrul mecanic
efectuat de forta rezultantd in aceastd trecere:

() b
T(,)-T()=[F-dx=[F-xdt.
)

Ul

Demonstratie:
Evidenta, tinand cont de teorema energiei, integrand-o intre momentele #;si ¢, m

Daca forta rezultantd F este conservativa (F = grad H(X)) din teorema energiei
rezulta:

dT =dL =F-dx = grad TI(X)-dx =dII.

Deci, obtinem o integrald prima scalara a miscarii (integrala prima a energiei):
(6.2) E=T-T=T+V =const.=h

In aceasta relatie V(x) = —TI(x) defineste energia potentiald, iar E energia totald.
Integrala prima a energiei (6.2) ne arata ca un punct material ce se migca intr-un camp de
forte conservative, o face astfel incét energia sa totald se conserva.

Ideea de energie apare prima oara la Leibniz in 1695, sub forma ,,fortei vii” (,,vis-
viva”). Termenul de ,,energie” este introdus de Young (1807), iar cel de ,,lucru mecanic”
de catre Poncelet (1826).

o Exercitii si probleme:

1) In cazul miscirii plane a unui punct material, raportati la coordonatele polare (r, 9),

sd se arate ci |X X X| =r0 .



2)

b)

3)

Un punct material P de masd m se afla sub actiunea fortei de atractie universala

mM X . A . .

F=-f——— , unde M este masa Paméntului si r distanta de la P la centrul
roor

Pamantului.

Ce lucru mecanic este necesar pentru a transporta punctul P de la suprafata
Pamantului pana la distanta R de centrul Pamantului?

Cu ce viteza va ajunge acest punct pe suprafata Pamantului, daca il vom lasa fara
viteza initiala din punctul aflat la distanta R ? Studiati cazul R —co. Vom nota cu R,

raza Pamantului.

Cu ajutorul unei rachete, un corp de masa m este ridicat la Tndltimea / de la suprafata
Pamantului. Cu ce viteza, perpendiculara pe verticala locului, trebuie lansat acest corp
pentru a descrie uniform o traiectorie circulara? Ce perioada de revolutie va avea
miscarea?



Capitolul 7"

Studiul calitativ al evolutiei sistemelor conservative unidimensionale

e Scopul acestui capitol 1l reprezintd studiul calitativ al evolutiei sistemelor
unidimensionale, aflate sub actiunea unei forte conservative, pornind de la integrala
prima a energiei. Prezentarea urmareste cartea lui V. Arnold [3].

Vom pleca de la ecuatia de miscare a lui Newton, scrisa sub forma:
¥=F(x) ,

unde forta F este o functie diferentiabila pe un interval / — R, iar masa m =1. Ecuatia lui
Newton este echivalenta cu sistemul diferential de primul ordin, scris sub forma normala:

X =X
(1) {;_;(x)  (e.x)elxR.
2 = 1

Vom defini intervalul I a fi multimea configuratiilor, produsul cartezian /xR
denumeste planul fazelor, unde x, =x este coordonata punctului, iar x, =X este viteza
sa. Presupunem ca forta F este conservativa:

dv
F(x)=-——,
(x) o

. . e 1. 1 :
unde V(x) este energia potentiald. Reamintim ci T =§x2 =5x22 defineste energia
cinetica,iar E =T +V energia totala.

Dupa cum am aratat in capitolul 6, energia totala se conserva (este o integrala
prima scalara a migcarii):

(7.2) E=T+V =const.=h.

Solutiile sistemului diferential (7.1) definesc in planul fazelor traiectoriile (orbitele)
sistemului (7.1). Pe de-o parte, din teorema de existenta si unicitate a solutiei sistemului
(7.1), rezulta ca prin orice punct al planului fazelor trece o traiectorie si numai una, iar pe
de alta parte, deoarece (7.2) reprezintd o integrala prima a sistemului (7.1), energie totala
este constanta pe fiecare traiectorie.

Altfel spus, fiecare traiectorie a sistemului (7.1) este continutd in intregime intr-
una dintre multimile de nivel constant ale energiei E(x,,x,)=h.



Pozitiile de echilibru ale sistemului (7.1) sunt reprezentate de punctele

(xl =¢, x, :O) de pe axa Ox, din planul fazelor, in care d—:
1

=0 (pozitiile de
x=¢
echilibru sunt punctele critice ale energiei potentiale). In studiul multimilor de nivel
constant ale energiei este important sd determindm comportamentul lor in vecinatatea
punctelor critice ale energiei potentiale.
In afara acestor cazuri, avem urmatoarea teorema.

Teorema 7.1
2

. . . . X e
Orice multime de nivel constant a energiei {(xl,x2 )/22+V(x1): E} reprezinta o

curba neteda in vecinatatea fiecarui punct al ei, cu exceptia pozitiilor de echilibru ale
sistemului (7.1).

Demonstratie:
Din faptul ca expresia T +V = %xf +V(x,)= E(x,,x,)=h reprezinti o integrala

. C . . OE dVr OE < n

primd a miscarii, rezultd cd —=—=-F (xl), —— =X, . Daca intr-un punct
Ox, dx, ox,

(xl,xz) una dintre derivatele partiale ale lui £ este nenuld, din teorema functiilor

implicite rezultd ca multimea de nivel constant a energiei totale E este graficul unei

functii diferentiabile de forma x, = x, (xz) sau x, =X, (xl) [

Pentru a vedea caracteristicile curbelor de nivel constant, vom considera cateva
cazuri particulare.

1) Primul caz este acela al unei ,,gropi de potential”.

Vom fixa valoarea energiei totale E. Din teorema de conservare a energiei
2

x?z +V(x,)= E = const. rezulta ca V(x,)< E . Pe de alta parte, avem |x2| = J2(E- Vix1 ).
Este evident cd in punctele x, in care V(xl):E , viteza x, =0. Din faptul cad energia

totald este o functie para in raport cu Xx, , rezulta simetria in raport cu axa x, a curbelor de

nivel constant ale energiei. Din punct de vedere fizic, aceasta exprima faptul ca punctul
trece prin fiecare pozitie intr-o directie, sau in cea opusd, cu aceeasi viteza.
Fie E, energia totala corespunzatoare minimului energiei potentiale. Dacd valoarea

energiel totale E, este mai mica decat £, , atunci multimea de nivel constant £ = E| este
vidd. Multimea de nivel constant £ = E, se reduce la punctul (5,0) din planul fazelor. In
acest caz, punctul se afld intr-o pozitie de echilibru. Daca energia totald E; este mai mare
decat valoarea criticd E,, atunci multimea de nivel constant E = E, este o curba neteda,
inchisd si simetricd fatd de axa x,, care Inconjoara pozitia de echilibru (5,0). Toate
aceste caracteristici ale multimilor de nivel constant pot fi analizate in Figura 7.1.

\ o/

A




V(x1)

Ej3
E,
E;
g Xi
X2
X1
Figura 7.1

2) Al doilea exemplu, mai complex, este acela al unei energii potentiale cu doua ,,gropi
de potential”.

In acest caz trebuie si analizim comportamentul curbelor de nivel constant in
vecinatatea punctelor critice ale energiei potentiale. Dupd cum se vede in Figura 7.2,
punctele critice & si &, corespund unor puncte de minim local al energiei potentiale, pe
cand &, corespunde unui maxim local. In &, &, si & orbitele se reduc la punctele de
echilibru. Se poate arata ca &, si &, sunt punctele de echilibru stabil, iar &, este punctul de
echilibru instabil. Celelalte curbe de nivel constant sunt netede, inchise si simetrice in
raport cu axa x,, cu exceptia curbei £ = E, (numitd curba separatoare) care este alcatuita
din trei curbe de nivel constant.
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Figura 7.2

e Dupa aceste doud exemple simple, dar sugestive, vom analiza comportamentul

curbelor de nivel constant in vecinatatea unui punct critic al energiei potentiale.

Propozitia 7.1
2

o . . g o o .. X .
Daca energia potentiala este data de forma patratica V(xl)z Tl atunci curbele

de nivel constant ale energiei sunt curbele de gradul doi 2E(x,,x,)= x2 + kx; .

Demonstratie:
In cazul unei forte de atractie (k > 0), punctul critic 0 este un punct minim al

energiei potentiale. Atunci curbele x; + kx; = const., vor fi elipse omotetice cu centrul in
O (vezi Figura 7.3).

Daca avem o forta de respingere (k < 0), punctul critic 0 va fi un punct de maxim al
energiei potentiale. In acest caz curbele de nivel constant x + kx; = const., vor fi

hiperbole omotetice cu centrul in 0, avand asimptote dreptele x, ==t+/—kx,. Aceste

asimptote sunt curbele separatoare ale hiperbolelor (vezi Figura 7.4) m



Figura 7.3

F V(xi)

k<0

v

X1

Propozitia 7.2

Figura 7.4

v
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In vecinatatea unui punct critic nedegenerat al energiei potentiale exista o
transformare difeomorfa de coordonate astfel incat curbele de nivel constant se
transforma fie in elipse, fie in hiperbole.

Pentru demonstrarea acestui rezultat important vom avea nevoie de cativa pasi.
Vom da aceastd demonstratie pentru functii de o singura variabila.

In primul rind, vom spune ci punctul 0 este un punct critic pentru functia
f:R—>R, daca f(0)=0 si f'(0)=0. Punctul critic 0 se numeste nedegenerat daci

£(0)=0.
O functie f/:R — R se numeste difeomorfism daci feste bijectiva, iar f'si /' sunt
diferentiabile.

Lema 7.1 (Morse)

In vecindtatea unui punct critic nedegenerat existd o transformare difeomorfi de
coordonate x — y(x), astfel incat f)=0?, C=sign £"0).

Lema 7.2 (Hadamard)

Fie f:R—>R o functie diferentiabila, de clasa C", cu f(0)=0. Atunci
f(x)zxg(x), cu g:R—>R o functie diferentiabild, de clasa C'™' in vecindtatea
punctului x= 0.

Demonstratie (lema Hadamard):

1 1
Avem relatia evidentd f(x)= jdfd—(tt)c)dt = '[ £(ex)xdz = xg(x).
0 0
1
Deci, functia g(x)= J- f'(ex)de este de clasd C'™ in vecintatea lui x=0 m
0

Demonstratie (lema Morse):
Vom aplica lema lui Hadamard de doua ori functiei f din enunt. Rezultd ca

fx)=x*p(x), cu ¢(0)= %(0) #0. Vom defini noua coordonatd prin
egalitatea y(x) = x |(o(x] , de unde, evident, rezulta ca f(y)=(sign £"(0))y*. in plus,
functia |(0(x] este diferentiabila in vecindtatea punctului x=0, fiind de clasd C", daca

festedeclasa C'm

Ambele leme pot fi extinse la functii de mai multe variabile.



Demonstratie (Propozitia 7.2):
Conform lemei lui Morse, putem schimba in planul fazelor (xl,xz), printr-un
difeomorfism, sistemul de coordonate (x,,x,)—> (y,,y,), astfel incit curbele de nivel

constant se transformd, in vecindtatea unui punct critic nedegenerat, in elipse sau
hiperbole m

e In continuare vom obtine un rezultat important in studiul calitativ al evolutiei
sistemelor conservative unidimensionale, privind prelungirea solutiilor ecuatiei lui
Newton.

Vom presupune ca energia potentiala V este definita pe intreaga axa Ox.

Teorema 7.2

Daca energia potentiala V este pozitiv definita pe intreaga axa Ox, pand la o
oo . . g .. dv e
constanta aditiva, atunci orice solutie a ecuatiei lui Newton X = ™ poate fi prelungita
X
nemarginit.
Pentru demonstrarea acestui rezultat avem nevoie de urmatoarea lema.

Lema 7.3 (estimare apriorica)
Daca o solutie a ecuatiei lui Newton este definita pentru |t |< t, atunci ea satisface

inegalitatile

(t) < 2E, , x(t) - x(0) < 2, |1] ,

. 2
unde E, = x((z)) +V(x(0)) este valoarea initiald a energiei totale.

Demonstratie (lema 7.3):

. 2
Din teorema de conservare a energiei avem M+V(x(z‘))=E0 cu V(x(t))ZO.
Rezulta ca |x(t] <.2E, .

t
Deoarece  x(t)— x(0)= Ix(s Jds, din inegalitatea  precedenti  obtinem
0

|x(t)—x(0)| < \/EU\ [

Demonstratie (teorema 7.2):
Fie 7 >0 un numar arbitrar. In planul fazelor consideram dreptunghiul IT, dat de
inegalitatile:



%, () - x,(0) <242E, T .| <22, .

In spatiul fazelor extins (xl,xz,t) definim paralelipipedul (xl,xz)eH, |[t|I<T.
Conform teoremei de prelungire a solutiei unei ecuatii diferentiale, solutia se poate
prelungi, in mod unic, pana la frontiera oricarei multimi compacte, incluse in domeniul
de definitie (vezi [4], cap.2). In cazul nostru solutia ecuatiei lui Newton va putea fi
prelungitda pand la frontiera paralelipipedului construit. Din lema anterioara (a doua
estimare) rezulta ca solutia ajunge la frontiera paralelipipedului numai prin fetele pentru
care |t |=T . Deci, solutia poate fi prelungitd pana la x, (T )= +22E,T, T >0 arbitrar.

Prin urmare, ea poate fi prelungita nemarginit m

e Pentru a efectua un studiu sistematic al curbelor de nivel constant al energiei, vom
incepe cu cazul curbelor ne-critice de nivel constant. Astfel, vom presupune ca
energia potentiald este definitd pe intreaga axa reald Ox. Fie E o valoare a energiei
totale ne-critica fixata, adicd V nu ia valoarea E in nici unul dintre punctele sale
critice. Sa consideram multimea A4 = {x / V(x) <E } Deoarece energia potentiald V'
este o functie continud pe R, rezultd cd multimea 4 este formatd dintr-o familie finita
sau numarabila de intervale deschise (marginite sau nu). Evident, punctele multimii
{x IV(x)=E } reprezinta extremitatile intervalelor precedente (vezi Figura 7.5).

A V()

a b ¢ d e \ X
Figura 7.5

Pentru a fixa ideile, vom  considera intervalul a<x<bh cu
V(a)=V(p)=E, V(x)<E pentru xe(a,b), respectiv intervalul e<x<ow cu
V(e) =E, V(x)<E pentru xe (e,+00).

Teorema 7.3
2

Ecuatia %+V(xl):E, a<x, <b, defineste in planul fazelor o curba neteda,

inchisa, difeomorfa cu un cerc. Aceasta curba este o orbita a sistemului (7.1).



2
X . . 9
Ecuatia ?2+V(xl): E, e<Xx, <o, defineste in planul fazelor o curba neteda,
deschisa, difeomorfa cu o semidreapta, pe axa Ox,. Aceasta curba este o orbita a
sistemului (7.1.).
In fine, in cazul in care V(x)< E, V xeR, multimea de nivel constant E este

formata din doua orbite ale sistemului (7.1), avand forma:
x, =t J2E-V(x,)) .

In concluzie, orice multime de nivel constant ne-critica este o reuniune cel mult
numarabila de orbite netede.

Demonstratie:
Fie E o valoare fixatd a energiei totale. In primul caz, din teorema de conservare a
energiei rezulta

(7.3) ()= +y2(E—7 %)

in planul fazelor (x1 =X, X, = x) vom presupune ca x, > 0. Solutia (o(t) a ecuatiei
lui Newton, supusa conditiilor initiale ¢(t,)=x", ¢@(t,)=x), va fi determinata din relatia
(7.3), sub forma:

(7.4) t—t, = JW)

W

pentru ¢ aflat In vecindtatea lui #,. Se observa ca integrala:
T dé
(7.5) 5= j

este convergentd, deoarece V'(a)=0, V'(h)#0.

Rezultd ca relatia (7.4), care descrie timpul de parcurgere a orbitei, defineste o
functie continua

¢:[t15t2]_)R’ (0(t1)=a, CD(tz):b’

care satisface in fiecare punct ecuatia lui Newton.

Intervalul (tl,tz) are lungimea 7'/2, unde T este perioada parcurgerii orbitei data
de (7.5). Prelungim solutia go(t) la urmatorul interval de timp, avand lungimea 7'/2, prin
simetrie:



plt, +7)=oplt,~7), 0<7<T/2.

Mai departe, vom prelungi functia ¢ pe intreaga axa reald, prin periodicitate:
olt+T)=9lt).

Functia astfel obtinutd va satisface ecuatia lui Newton si conditiile initiale
considerate (vezi Figura 7.6).

Prin urmare, solutia problemei Cauchy precizatd va fi periodicd, de perioada 7.
Deci, orbita corespunzatoare va fi o curba inchisa, neteda, difeomorfa cu un cerc (intr-
adevar, se aratd usor ca orice orbitad inchisa, ce nu se reduce la un punct, este difeomorfa
cu un cerc, vezi [3]).

Celelalte doua cazuri se trateaza cu ajutorul teoremei de prelungire a solutiei
ecuatiei lui Newton si a relatiei (7.4) m

A

X2
(xlo’x;) ) to
tl t2
a\\/ b "
Figura 7.6

e Ultimul caz, cel mai complicat, in studiul curbelor de nivel constant ale energiei, este
acela al curbelor critice de nivel constant. O astfel de curba contine puncte critice ale

energiei potentiale (x,,x, ), astfel incat ¥'(x,)=0, x,=0.
Fiecare asemenea punct reprezintd, in planul fazelor, o orbitd. Vom distinge trei
cazuri:

1) Daci pe intervalul a <x, <b avem V(x,)< E pentru x, €(a,b) si
V'(a)=V'(b)=0, V(a)=V(b)=E, atunci cele douid curbe deschise, date de
expresia:

X, =+ 2(E-V(x,)), a<x <b

reprezinta orbite ale ecuatiei lui Newton. Conform formulei (7.4), timpul de parcurgere al
acestor orbite este infinit, punctul reprezentativ din planul fazelor apropiindu-se
asimptotic de capetele orbitelor.

2) Daci pe intervalul a<x, <b avem V(x1)< E pentru x, € (a,b) si V(a): V(b): E,
V'(a)=0, V'(b)#0, atunci ecuatia:



2
%—i—V(xl):E, a<x; <b

defineste o orbita deschisa in capatul din stdnga. Punctul reprezentativ se apropie
asimptotic de acest capat al orbitei.

3) In fine, daca pe intervalul a<x, <b avem V(x,)<E, pentru x, €(a,b), si daca
existd ¢ exterior intervalului [a,b], cu V(a)=V(b)=V(c)=E si V'(a)=0, V'(b)=0
si V'(c)=0 atunci ecuatia

2

%+V(x1):E

defineste o orbita inchisd ce se proiecteazd pe axa O x, pe segmentul [a,b] ca in cazul

ne-critic, iar punctul critic x, =c defineste o orbitad separatd de precedenta.
Toate aceste trei cazuri au fost reprezentate in Figura 7.7.

V(x1) V(x1)
A A
E E
a b > X1 > X1
A X) A X
/’\
—> —>
® [ ] X1 [ ] X1
V(x1)




Y

2)

3)

4)

5)

v

>

X1

Figura 7.7
Exercitii i probleme:

Sa se studieze curbele de nivel constant ale energiei totale In cazul ecuatiei pendulului
matematic X=—sin x, xeR.

Sa se studieze curbele de nivel constant ale energiei totale in cazul micilor oscilatii
ale pendulului matematic, in vecinatatea pozitiillor de echilibru inferioara si
superioard (X =—x, respectiv X =x).

Sa se studieze curbele de nivel constant ale energiei totale in cazul miscarii sub

. . . . L 9 1 C
actiunea potentialului fortei de atractie universala V(x) =—+—, C>0.
X X

Sa se arate ci, In cazul curbelor ne-critice de nivel constant, orbitele inchise, ce nu se
reduc la un punct, sunt difeomorfe cu cercuri.

Sa se gaseascd in planul fazelor ecuatiile tangentelor la curbele critice de nivel
constant, in punctele de maxim ale energiei potentiale
V(x,) (punctele&, pentrucare V(§)=E, V'(¢)=0, V"(¢)<0).



Capitolul 8

Teoremele generale ale miscarii sistemelor de puncte materiale

e In acest capitol vom studia principalele marimi ale mecanicii Newtoniene, care
definesc miscarea unui sistem discret de puncte materiale, teoremele generale ale
miscarii acestor sisteme si consecintele lor cele mai importante.

Definim un sistem discret de n puncte materiale, a fi o multime alcatuita din »

puncte materiale aflate in interactiune si sub actiunea unor forte exterioare sistemului.
Presupunem cd punctul material reprezentativ P, i= I,_n al acestui sistem, are masa m; si
vectorul de pozitie X, In raport cu un reper inertial ortonormat, de centru O. Presupunem
ca asupra punctului P; actioneaza forfele interioare sistemului F,;, j =1,n, j#i si
Jorta exterioara sistemului F,. Forta interioara F,, exprima actiunea punctului material

P; asupra punctului material P;.
In aceste ipoteze, ecuatia de miscare a punctului material P; va avea forma:

n —_
(8.1) mixizFl.+Zl:Fij, i=Ln
=
J#i
In general fortele interioare sunt apriori necunoscute, cu exceptia unor ipoteze
suplimentare asupra sistemului material. Astfel, sistemul poate fi rigid, elastic, plastic,

s.a.m.d., dupa modul sau de deformare.
In orice caz, fortele interioare respecta principiul actiunii si al reactiunii:

F,=-F, F,|PP Vi, j=ln, i+

L) Jt

In cazul absentei fortelor exterioare sistemului (F[ =0, Vi= I,_n), sistemul material

se numeste nchis.
e Prima dintre teoremele generale ale miscarii sistemelor materiale discrete este

teorema impulsului. Vom defini impulsul unui sistem discret de puncte materiale
{P }i:ﬁ a fi1 vectorul:

(8'2) p= imi"‘i
i=1

Teorema 8.1 (teorema impulsului)



Viteza de variatie a impulsului unui sistem material discret este egala cu rezultanta
fortelor exterioare sistemului:

Demonstratie:
Folosind ecuatia de miscare (8.1) si definitia impulsului (8.2) rezulta

n

. d n . n n n . . L.
p= d_lt) = Zml.xi = ZFi + ZFH = ZFi =R, deoarece ZFH =0, din principiul
i=1 i=1 i,j=1 i=1 i,j=1
i#j i#j

actiunii si al reactiunii fortelor interioare sistemului m
Corolarul 8.1
Impulsul unui sistem material discret inchis se conserva.

Demonstratie:
—

Din teorema 8.1 rezultd p =R =0. Deci, p = const. m

Corolarul 8.2

Daca rezultanta fortelor exterioare ce actioneaza asupra unui sistem material
discret este perpendiculara pe o axd fixa o, de versor u, atunci proiectia impulsului pe
aceastd axd, pgs, se conservd.

Demonstratie:
Din teorema 8.1. rezultd p-u=R-u=0.

Dar, pﬁzé(p-u)zp-u, axa fiind fixa. Deci, p; =0, de unde obtinem

ps =const.m

Teorema 8.2 (teorema de miscare a centrului de masa)

Centrul de masa al unui sistem material discret se misca la fel ca un punct
material, in care ar fi concentratd masa sistemului §i asupra caruia ar actiona rezultanta
fortelor exterioare sistemului.

Demonstratie:

Teorema 8.1 ne arata ca p = R. Dar, din definitie, avem p = Zmiii . Reamintind

i=1

definitia vectorului de pozitie al centrului de masa al sistemului material (vezi, cap. 3)



E=-L——, prin derivare obtinem (Z mllé = z mX, =p=R. De aici rezultd

i=1 i=1

ME=R,unde M = Zmi este masa totala a sistemului material m

i=l
Corolarul 8.3

Daca sistemul material discret este inchis, atunci centrul sau de masa se misca
rectiliniu si uniform.

Demonstratie:
Folosind teorema 8.2, de miscare a centrului de masa, in cazul unui sistem material

inchis, rezulti ME = 0. Deci, & =ar+b, cu asi b vectori constanti m

e In continuare vom obtine feorema momentului cinetic in cazul migcarii unui sistem
material discret si vom studia consecintele sale.

Definim momentul cinetic K, al sistemului material discret, in raport cu polul O, a

fi vectorul:
n n

(8'3) K, :inx(mixi):zxixpi'

i=1 i=1

Dupa cum se stie, momentul rezultant M, al fortelor exterioare sistemului, In
raport cu polul O, a fost definit a fi vectorul:

M, :ixixFI,.

i=l
Teorema 8.3 (teorema momentului cinetic)

Viteza de variatie a momentului cinetic al unui sistem material discret este egald cu
momentul rezultant al fortelor exterioare sistemului:

K,=M,.

Demonstratie:
Din definitia (8.3) si ecuatia de miscare (8.1) obtinem



n n n
=2 % x| F+ 2, |=Mg+ D x, xF,
i=1 7ol i=1

J#l 1#]

n

Suma in xF, este nuld, deoarece avem, pentru orice i si j fixati cu i#j,
i,j=I '
i#]

termeni de tipul x; xF,, +x, xF,, = (xi -X j)x F,, =0. Aici am folosit principiul actiunii

si al reactiunii si faptul ca vectorii x; —x; si F,, au suporturi paralele. Deci, K,=M, =

1

Corolarul 8.4

Daca sistemul material discret este inchis, atunci momentul sau cinetic se conservad.

Demonstratie:
Din teorema 8.3 a momentului cinetic, pentru un sistem inchis, rezulta

—_

K,=M, =2x[ xF. =0. Deci, K, = const. m
i=1

Corolarul 8.5

Daca proiectia momentului rezultant al fortelor exterioare sistemului pe o axa fixa
0, de versor u, este nuld, atunci proiectia momentului cinetic pe aceasta axa K; se

conservd.

Demonstratie:
Proiectam teorema 8.3 a momentului cinetic pe axa 6 K, -u=M,-u=0. Axa

o fiind fixa, rezulta ca %(KO -u)=0. Deci, K, =K, -u = const. m

Observatia 8.1

Daca in corolarul 8.5 vom lua axa fixa 6 drept axa Oz a unui reper ortonormat,
rezultda ca avem relatiile:

(8.4) K. =K, k= Zn:mi(xi.)}i _xiyi): Zn:milﬁizéi = const.

i=1 i=1



Aici k este versorul axei Oz, iar (x,,y,), respectiv (r,6,), sunt coordonatele
carteziene, respectiv polare, ale vectorilor x, in planul (x,y) normal axei Oz. Relatia

(8.4) reprezintd o generalizare a legii ariilor, obtinutd in capitolul 6 in cazul miscarii unui
punct material.

Observatia 8.2

Daca vom alege un reper inertial cu originea in centrul de masa G al sistemului de
puncte materiale, teorema momentului cinetic isi pastreaza forma:

K, =M,_.

Intr-adevar, dacd x, =&+x/, unde X, este vectorul de pozitie al punctului P; in

raport cu centrul de masd G, obtinem:
KO:Z(§+x;)x[mi(é+)'(;)]:§xMF;+}’;x Zm,XZ -
i=1 i=1

. n n . n
—&x ZmiX; +zxﬁx(mi5‘§)=§><M§+ZX§X(mi"‘ﬁ) )
) =1 i=1

n n

deoarece Zm,xj = meX; =0 din definirea centrului de masa al sistemului material.
i=1 i=1

Derivand relatia precedenta in raport cu timpul, obtinem

K, =&xME+K, =M, =&xR+M,

In fine, utilizdind teorema de miscare a centrului de masda ME =R, rezultd
K.=M,_ .

Aceasta formd a teoremei momentului cinetic este des utilizata in aplicatii, din ea
rezultdnd miscarea sistemului in raport cu centrul de masd G. Teorema de miscare a
centrului de masa 8.2 descrie evolutia punctului G.

e In ultima parte a acestui capitol vom obtine teorema energiei $i consecintele ei in

cazul fortelor exterioare conservative.
Definim energia cinetica a unui sistem discret de puncte materiale prin scalarul:

(8.5) T =im,."7 ,

1ar lucrul mecanic elementar al fortelor exterioare sistemului, respectiv al fortelor
interioare sistemului, prin expresiile:



8.6) dL, =Y F dx, . = YF, -dx,
i=1 i,j=1
i#j

Teorema 8.4 (teorema energiei)

Diferentiala energiei cinetice a unui sistem material discret este egala cu suma
dintre lucrul mecanic elementar al fortelor exterioare sistemului si lucrul mecanic
elementar al fortelor interioare sistemului:

dT = dLext + dLim

Demonstratie:
Din definirea energiei cinetice (8.5) si din ecuatiile de miscare (8.1) rezulta:

n

dT:Zl:n; d(x?)= me xdt—zl:(F-i-ZF”) dx, =dL,, +dI,,
i#j

Corolarul 8.6

Variatia energiei cinetice a unui sistem material discret la trecerea sistemului din
starea (1), de la momentul t,, in starea (2), de la momentul t,, este egala suma dintre

lucrul mecanic al fortelor exterioare sistemului si lucrul mecanic al fortelor interioare
sistemului, efectuate la aceasta trecere:

T(r,) jdL +jdL IZF xdt+IiF
tlll tl/l
i#]

Demonstratie:
Este evidenta, prin integrarea expresiei din teorema energiei 8.4, de la momentul ¢,
la momentul ¢, m

Pentru a calcula lucrul mecanic elementar al fortelor interioare sistemului, vom fixa

doua puncte Pl' 1P; , Cu i, = 1, n . In acest caz, lucrul mecanic elementar al interactiunii
J J s 5
punctelor Pl' sl f)j va avea forma:

AL =F,; -dx, +F,, -dx; =F,, F, - (dx, _dxj): F; 'd(gﬁz’) :

— —>

Dacéd vom nota cu u = vers(P,F) si cu p,, =[FP, |, atunci F;; = F, u. Obtinem

tj
expresia lucrului mecanic elementar:



dri) = (F “) (“ dp,; + pl.jdu): Fdp,; = %(Fijdp,.j + Fﬁdpl.j) '

Revenind la intregul sistem material, lucrul mecanic elementar al fortelor
interioare sistemului va avea expresia:

(8'7) dLim = ZF;jdpij = z pl]

i<j 1/1
i#j

O consecinta imediatd a expresiei (8.7) este faptul cd lucrul mecanic elementar al
fortelor interioare unui sistem material rigid este nul.

Teorema 8.5

Daca presupunem ca exista o functie U, ce depinde numai de coordonatele
sistemului material discret, astfel ca dL,, = —dU , atunci:

d(T +U)=dz,,

(T+U)t,)-(T +U)t jdL IZF xdt .

[lll

Demonstratie:
Este evidenta, utilizand teorema energiei 8.4 si corolarul 8.6 m

Functia U se numeste energie potentiala interna a sistemului material discret. Daca

presupunem ca existd functiile de coordonate U,;, astfel ca F; dp,, =dU,;, atunci
conform formulei (8.7) energia interna a sistemului va avea forma:
=—— z U,
i,j=1
i#]
Acesta este cazul fortelor interioare ce depind numai de distantd F;; = F; (p;;) -

Atunci, vor exista functii U, , astfel incat F, dp,, =dU,;, date de:

U/ :IEj(pij)dpij

Teorema 8.6



In ipotezele teoremei 8.5, dacd existd si o functie de coordonate V, astfel ca
dL . =-dV, atunci:

(T +U+V)(tl):(T +U+V)(t2) .

Demonstratie:
Evidenta, avand in vedere teorema 8.5 m

Functia V' se numeste energie potentiald externa a sistemului material discret, iar
suma E=T +U +V se numeste energie totala a sistemului material discret. Teorema
8.6 ne aratd cd energia totald a sistemului este o integrala prima scalard a miscarii
(energia totala se conserva).

Acest fapt are loc daca, de exemplu, fortele exterioare sistemului sunt conservative

F, = —gradV,, ¥, =V,(x,). Atunci, energia potentiali externi va avea expresia:

=S, .
i=1

Observatia 8.3

Daca vom alege un reper inertial cu originea in centrul de masa G al sistemului de
puncte materiale, teorema energiei 8.4 isi pastreaza forma:

dT, =dL]

mt

+dL?, .
Intr-adevir, din relatia x, =&+ x/, unde x| este vectorul de pozitie al punctului P,
in raport cu centrul de masa G, obtinem:

1 n 1 n . 1 n .
T= —Zmifif = _Zmi(‘%"' X:)z = _Zmlgz +
23 23 27
+Zmzéx: +%Zmzxg -X] :%M%Z +Tg,
i=1 i=1
deoarece Y m&-x, =§&- (Z mlx:} =0, din definitia centrului de masa al sistemului.
i=1

i=1

Pe de alta parte,



N

dr. +dL,, = Z Zn:FU +F |-dx, |= Z":FU. +F, |-(dg+dx))|=
i=1 j=1 j=1

i#j i#j

(Sr )i gn on o S e

J=1 i,j=1

i#j i#]

=R-d&+dL +dL?

int ext 2

deoarece ZFi ;=0.

i,j=1
i#j

Din relatiile precedente, rezulta:

dT = ME-&dr +dT, =R-dg+dT,,

unde am folosit teorema 8.2, de miscare a centrului de masa.

Pe de altd parte, din teorema energiei 8.4, avem:

dT =dL,

int

+dL,, =R-d&+dLS +dL,

nt

Comparand cele doud expresii ale diferentialei energiei cinetice dT , vom obtine

rezultatul afirmat:

1)

2)

dT, =dr¢, +dL°

int ext °
Exercitii i probleme:
Sa se deduca relatiile (8.4).

Doua puncte materiale P, si P,, de mase egale m;=m,=m, pot aluneca fara frecare pe
doud bare orizontale, aflate Tn acelasi plan vertical la distanta 2a. Punctele se atrag cu

o fortd proportionala cu distanta |Ple , factorul de proportionalitate fiind £. Sa se afle:

Miscarea centrului de masa al sistemului material.
Miscarea punctelor materiale in raport cu centrul de masa.

Un sistem de n puncte materiale P, i=1n, este supus doar actiunii fortelor

interioare. Presupunem cd masele punctelor sunt identice, m, =m, Vi=1,n, iar

fortele interioare sunt de tip elastic cu modulul £. Se cere:

Miscarea centrului de masa al sistemului material;

Sa se arate cd acceleratia unui punct arbitrar P; al sistemului material este permanent
indreptata spre centrul de masa G al sistemului;



c) Sa se afle miscarea relativa a sistemului fatd de centrul de masa.

4) Doua puncte materiale P; si P,, avand aceeasi masd m, se misca in plan orizontal fix
Oxx,, fiind legate printr-un fir inextensibil si fara masa, de lungime 2/. Sa se studieze
miscarea sistemului in urmatoarele cazuri:

a) Asupra punctelor P; si P, actioneaza fortele F, si F,, orientate normal pe axa Ox; si
avand marimile proportionale cu distantele punctelor respective la aceasta axa;

b) Punctul A este atras de punctul fix O, (a,O), iar punctul P, este atras de punctul fix

0, (—a,O), cu forte ale caror mérimi sunt proportionale cu distantele |E 0|, respectiv

[P0,



Capitolul 9

Problema celor doud corpuri

e Aceastd problema celebrd va ilustra aplicarea teoremelor generale prezentate in
capitolele 8 si 5. Vom incepe cu deducerea ecuatiilor de miscare.

Fie B si P, doua puncte materiale, de mase m, si m,, aflate in interactiune. Fie

—

F,, forta exercitatd de punctul P, asupra lui F, dupa suportul vectorului PP, , respectiv

—>
F,, forta exercitatd de punctul P asupra lui P, dupd suportul vectorului P,P, . Din

principiul actiunii si al reactiunii rezulta:
X, =X, —

2 =

unde functia scalard F va fi pozitiva in cazul fortelor de respingere (repulsive) si negativa
in cazul fortelor de atractie (atractive).

X
F,=-F,, F, =F(@) F(r)FzF(r) ,

z
A Py(m))
X
X1 G
Pz(mz)
X2
0) >
y
X
Figura 9.1

Presupunem ca asupra sistemului nu actioneaza forte exterioare. Prin urmare,
ecuatiile de miscare ale celor doud puncte materiale, In raport cu reperul ortonormat O
xyz, vor avea forma:

(9'1) mX, =F,, mX,=F,



Teorema 9.1

Centrul de masa G al sistemului format din punctele materiale P, si P, se misca

rectiliniu §i uniform. Ecuatia miscarii relative a punctului P, in raport cu P, va avea

forma:
9.2) u¥=F(x),
unde
m,m X
=—12 x=x,-X%,, FX)=F(r)==F,, iar r=|x,—x,|.
m, +m, r
Demonstratie:

Deoarece sistemul format din cele doud puncte materiale este inchis, din corolarul
8.3 rezulta ca centrul de masa G al sistemului se misca rectiliniu si uniform.
Din ecuatiile (9.1) rezulta ca

mX, =F,=-F, mX,=F, =F

Deci, mm, (X2 —%,)= (m1 +m, )F .Deci, uX= F(X) [
In particular, daci avem un camp potential al fortelor interioare F =—grad, V(r),
atunci ecuatia miscdrii relative a punctului P, in raport cu £ va avea forma:

(9.3) % =—grad, V(r) .

In concluzie, pentru a studia miscarea relativa a punctului P, in raport cu P, vom
folosi ecuatia de miscare (9.2), respectiv (9.3), ca si cand punctul P; ar fi centrul unui

m,m . o %
—L2_ (masa echivalenta). In

m, +m,

sistem inertial, iar masa punctului mobil P, ar fi u=

aceasta abordare, forta F(X) devine centrala.

e Prin urmare, miscarea relativa a punctului P, in raport cu Pj, in cazul unui camp
conservativ de forte, va fi redusa la studiul ecuatiei (9.3), intr-un reper inertial centrat
in P;. Deoarece forta F(X) este centrala in acest reper, conform primei consecinte a
teoremei momentului cinetic din capitolul 6, rezultda cd miscarea relativa a lui P, in
raport cu P; este pland si se efectueaza cu viteza areolard constantd. Daca X, va fi

pozitia sa initiald, iar X, va fi viteza initiald, atunci planul miscarii va fi determinat de
vectorii X, §i X,. In acest plan vom considera coordonatele polare (r,0), r = |X| .

Dupa cum se stie (vezi capitolul 2), componentele acceleratiei in coordonate polare
au forma:



a, =i—-r0*, a,=2r0+rb .

Pe de altda parte, din capitolul 6 stim cd viteza areolard este constantd

1 N B c . L . . Cn :
§| X X X |:§r29 = const. = (integrala prima a ariilor). Deci, proiectand ecuatia de

miscare (9.3) pe directia razei vectoare, obtinem:

: oV c’ ov
F-r@’)=—— , sau pi=p———— .
,u( ) or H=a o or
In final, rezulta ecuatia diferentiald fundamentala:
2
(9.4) i = — o, , V.(r)= V(r)+£ :
or 2r
in care Ve(r) defineste energie potentiala efectiva.
Daca vom calcula energia totald, obtinem relatiile:
1 .2 1 .2 2 A 2
(9.5) E:E,ux +V(r):§,u(r +r°0 )+V(r):

_l ) ,UC2 _l ) .
—2,ur + Py +V(r)—2,ur +Ve(r)—c0nst.

care reprezinta diferite forme ale teoremei de conservare a energiei totale In cazul unei
fortei F conservative.

Integralele prime ale ariilor si energiei determind miscarea. Intr-adevar, din (9.5)
rezulta

(9.6) F=t

de unde obtinem

(9.7) t—%:j . dr ,
“J;(E—V}UD

relatie care ne da timpul descrierii orbitei.

Din integrala ariilor 0 = % si ecuatia (9.6), eliminand timpul, rezulta:
r

déo C 1
E:ir—z— .
(E-7.(r)

2
Y7,



Prin urmare, obtinem ecuatia orbitei in coordonate polare, sub forma:

dr .

Jr C/r?

L E-V0)
1)
In relatiile (9.7) si (9.8), 7, = r(to) st 6, = H(to) sunt coordonatele polare ale pozitiei

(9.8) -0, ==

initiale X, .
O forma echivalenta, utila in aplicatii, a ecuatiei (9.4) a fost datda de A.C. Clairaut

(vezi [2]). Astfel, daca folosim teorema de derivare a functiilor compuse si integrala
ariilor, obtinem:

pedrg_cdr_ o df 1
do~ r*dé de\ (o)
. dr . C dr c* d’ 1
]":—9:——:——— _
do~ r*do  r* d6*((9)
Deci, ecuatia (9.4) va avea forma echivalenta:

s HCT A (1) O,
H= 2 r(ﬁ) - or

e
8Ve_%8_u_ 1 oV,

or ou or  r’ ou

Notand u(0)= L s1 observand ca

()

, obtinem ecuatia lui

Clairaut:

d’u 1 oV.(1/u)
9.9 =__€— .
(09) Ha0° = ¢ ou

* In incheierea acestui capitol vom efectua un studiu calitativ al orbitelor (vezi [2]).
Vom fixa constanta ariilor C #0 si energia totala E. Orbita corespunzatoare valorilor
date C si E este continuta in multimea V()< E, dupa cum am aritat in capitolul 7.
Pe frontiera V, = E a acestei multimi, din relatia (9.6), rezultd cd 7 =0. Cu toate

acestea, viteza punctului nu este nuld, deoarece 80 din legea ariilor (cu C#0).
Multimea V, (r)é E defineste In planul migcarii una sau mai multe coroane circulare,

date de inegalitatile:
0<r, <r<r, <o

mi =

In continuare vom studia cazurile ce pot aparea in studiul orbitelor.



1) Daca 0<r,, <r<r,, <o, miscarea este mdrginitd si se desfdsoard in interiorul
coroanei generate de cercurile concentrice de raze r,, si r,, . Punctele r=r7,, se
numesc pericentre, iar cele pentru care r=r,_ se numesc apocentre. Deoarece
r?0=C=#0, rezulti ci 6 are un semn constant, deci @() variazd monoton. In acest
timp raza r oscileaza periodic intre 7, si 7, .

Axele care unesc centrul coroanei cu apocentrul, respectiv cu pericentru sunt axe de
simetrie ale orbitei (axe apsidale). Acest fapt rezulta usor, observand ci daci u(6) este
solutia ecuatiei (9.9), atunci si u(— 9) este solutia aceleasi ecuatii. Unghiul @ determinat

de doud axe apsidale succesive se numeste unghi apsidal. Din formula (9.8) rezulta ca
unghiul apsidal este dat de integrala:

"max 2
(9.10) D= j#dr :
e [ (5,0
U

alegand constanta C>0.
Orbita va fi inchisa daca unghiul apsidal este comensurabil cu 27, adicd daca

m m N - . <
O =27r—,cu — € Q. In caz contrar, dacd ® nu este comensurabil cu 27, se poate arata
n n

ca orbita este densa In coroana »_. <r<r__ (vezi [2] pentru detalii suplimentare).

max

Unghi apsidal @

Pericentru

Apocentru

U'min

Tinax

Figura 9.2



2) Daca r,,, =7, =1, coroana circulard din cazul precedent se reduce la un cerc de
centru O si razd 7,. Orbita va fi cercul » =7, descris cu viteza unghiulara constanta
0 =C/r, =const.

3) Daca O<r,, <r<r, <o sir. ~r ., orbita se va afla Intr-o coroana circulara de

— "max 2
grosime foarte micd. In acest caz, raza r va efectua mici oscilatii in jurul orbitei
circulare.

4) Sa presupunem ca r,_ =o 1in ipotezele de la punctul 1). Daca

max

limV,(r)=1im¥(r)=V, <o, atunci orbita va fi deschisi, punctul indepartandu-se la

infinit. Dacd, in plus, energia totala £ >V, atunci punctul P, va tinde la infinit cu

viteza 7, = E(E—Vw).
7

uC’

5) Daca, pentru r —0, 5
2r

spre infinit, atunci

V(r)| nu creste mai repede decat

rmin

2
>0. Daca V,(r)=V(r)+ '; C2 — —oo, pentru » — 0, punctul material se poate
r

apropia de centrul coroanei. Astfel, se poate ajunge in centrul coroanei Intr-un timp

finit (de exemplu, pentru V(r) = —% ).
r

Dupa analiza amadnuntitd a orbitelor, vom mentiona (pentru demonstratie, vezi
exercitiile de la sfarsitul capitolului si monografia [2]) un rezultat fundamental in studiul
orbitelor din problema celor doud corpuri, datorat lui J. Bertrand (1873). El a aratat ca
dacd orbitele sunt suficient de apropiate de o orbita circulara (cazul 3)) atunci ele sunt

inchise daci si numai daci V(r)=ar’, a>0 (oscilatorul eliptic) sau
V(r)z—k/ r, k>0 (miscarea kepleriand). Despre ultimul caz vom discuta, pe larg, in

capitolul urmator.

*  Exercitii §i probleme:

1) Aritati ca unghiul apsidal @, dat de relatia (9.10), este egal cu jumatatea perioadei de
o . o . . . o C ?
oscilatie a unui sistem unidimensional avand energia potentiala W(x) = V(—) + % .
X

2) Gasiti unghiul apsidal @, in cazul unei orbite apropiate de o orbita circulard de raza
r.



3)

4)

5)

6)

Pentru ce forma a energiei potentiale V(r) unghiul apsidal @.;. din problema
precedentd nu depinde de raza r ?

Presupunem ca lim V(r) =o0. Sa se gaseasca lim (I)(E, C).

r—o E—w

Fie V(r)=—kr™?, 0<f<2. Aflati ®, = }Eméq) . Sd se arate ca @, nu depinde de C.

Sa se arate ca toate orbitele, apropiate de o orbitd circulara, determinate de un camp
de forte centrale, sunt inchise, daca §i numai daca V(r): ar’, a>0, sau
V(r)=—k/r, k>0,



Capitolul 10

Miscarea kepleriana

e Problema lui Kepler priveste migcarea unei planete de masa m, centrata in P, in raport
cu Soarele, avand centrul S s1 masa M, sub actiunea fortei de atractie universala. Dupa
cum am vazut in capitolul 5, aceastd forta este centrald, in raport cu un reper inertial
avand originea in S, si are expresia:

_fmM X

2
r r

F: , X:SP, l":|X|.

In acest caz energia potentiala va avea forma:

p(r)=-2"M1

r

b

in timp ce energia potentiald efectiva va fi:

V()= M HC

2
¢ r 2r

Aici u=

v este masa echivalentd, f constanta atractiei universale, iar C este
m+

constanta ariilor. In acest caz, ecuatia lui Clairaut (9.9) va deveni:

d*u 1 )
=——I\— fmM + uC O)=—— .
'udé’z Cz( JmM + p ”)’ u( ) 7’(9)

De aici, rezulta:

d'u , flm+M)

de’ Cc’

2

ecuatie diferentiala care are solutia:

B flm+M)
u(H)—Acos(9—91)+T :



f(m+M)_ 1

A e .
Exprimand constantele 4=— si ~—————=

5 — , obtinem solutia anterioard, sub
p C p

forma:

(10.1) r(6)= P

“l+ecos(0-6,)°

Aceastd formula ne arata ca traiectoria punctului material P este o conica, in planul
miscarii. Relatia (10.1) se mai numeste si ecuatia focala a sectiunii conice.

Pentru determinarea parametrilor p si e ai conicei vom folosi integralele prime ale
miscarii Tn camp central de forte. Astfel, din teorema de conservare a momentului cinetic:

xx¥| =[x, x%,|=C ,

notand cu 7, =|X0

A =|)'(0| si @, =24(X,,X,), obtinem parametrul p al conicei, sub
forma:

2 2.2 .2
C _ vy sin©

fm+M)  flm+M)

(10.2) p= >0,

Excentricitatea e a conicei poate fi determinatd din conditiile initiale

u, =u(6,)= 1 si ug =—— . Mai precis, din (10.1) rezulta:

7, do 0=0),
ecos(6, —6,)+1
u, =
p
sau:
(10.3) ecos(9,-6,)=L-1.

T
Derivand (10.1) si folosind integrala ariilor 7260 = C, obtinem:
1 dr 17 F

' e .
u (6’):—;sm(6?—91):—r—zE:—r_zgz_E

2

de unde, rezulta:

%Op =esin(g,-6,) ,



sau:

(10.4) esin(6, —Ql)zwzﬁctgao.

T

In fine, din (10.3) si (10.4) obtinem excentricitatea e a conicei, sub forma
urmatoare:

2 2
(10.5) e= £ctga0 HE-1] = 1+2 +—2 .
7 7, r, \ rysin” o,

Avand 1n vedere formula (10.5), putem clasifica conica (10.1) dupd cum urmeaza:

1) Daca 0<e<l1, adica:

#—2<0 ;
7, sin’

sau, exprimandu-l parametrul p din (10.2), daca:
(10.6) rve<2f(m+M)
atunci traiectoria va fi o elipsa.

2) Daca e=1, adica:

L _2-0,
r,sin”
sau, daca:
(10.7) rve=2f(m+M) ,
atunci traiectoria va fi o parabola.
3) Daca e>1, adica:
—L 250,
r,sin” o,
sau, daca:
(10.8) rve>2f(m+M)

atunci traiectoria va fi o hiperbola.



4) Daca e=0, din (10.1) rezulta ca traiectoria va fi un cerc.

Focar 5

Pericentru P

Figura 10.1

In Figura 10.1 sunt figurate traiectoriile posibile ale planetei P, in raport cu Soarele
S aflat in focarul conicelor. In cazul miscarii eliptice (0<e<1) am notat cu r, si 7,,

distantele la apocentru, respectiv pericentru. Din forma (10.1) a traiectoriei, rezulta:

= p — Cz . 1
(10.9) " l+e f(m—!;M) l+e
p C 1

fa :l—e:f(m+M).1—e

* Pentru a caracteriza traiectoriile Tn cazul miscarii kepleriene, putem folosi aceeasi

tehnica ,,energetica” prezentatd in capitolul 7. Astfel, pornim de la studiul integralei
prime a energiei totale:

(10.10) %/ﬂ;z +V,=E =const.,

unde energia potentiald efectiva are expresia:

2
V()= -2 HC
r 2r

Energia potentiala efectiva V, este reprezentatd in Figura 10.2.



p E=0

Figura 10.2

F=t /%(E—Ve(r)),

ecuatie diferentiala similard cu ecuatia (9.6). In acest caz, Ve(r) va avea un punct de

ucC* _(fmM)

. . * ~ ..
minim pentru r = M avand aici valoarea Wit
n JZ

Din (10.10) rezulta ca:

<0 si va tinde la zero cu r

tinzand la infinit.
Cu ajutorul figurii 10.2 putem analiza comportamentul traiectoriei.

1) Daca E >0 traiectoria va fi hiperbolica.

Punctul P vine de la infinit, atinge pericentrul 7, si se intoarce la infinit. Orbita este
deschisa. Viteza radiald maxima 7__ va fi atinsd in punctul ', unde energia potentiald

max
. - e g D O . 2E
efectivd are un minim. La infinit el pastreaza o viteza ,,reziduald” nenuld 7, = |—.

Y7
2) Daca E =0 traiectoria va fi parabolica.

Comportamentul este similar cu cel din cazul traiectoriei hiperbolice, viteza radiala
fiind mai mica, iar viteza ,,reziduald” la infinit este nula. Orbita parabolica este orbita
deschisa la cel mai scazut nivel al energiei potentiale efective. Ea va fi parcursa cu viteza

de marime v = M .
r



2
3) DacaO< E < —% traiectoria va fi eliptica.
Y7,

In acest caz orbita va fi inchisa, miscarea fiind periodica intre 7, $i 7.

M 2
4) Daca E= —% traiectoria va fi circulara.
Yz,

f(m+M)
r '

Ea va fi parcursa cu viteza de marime v =

o in cazul miscarii eliptice (0 <e <1) semi-axele elipsei au valorile:

a:l(ra+rp): p2

(10.11) 2 e
b=aVl-e* = P =.

l-e

Pentru a rezolva complet problema miscarii kepleriene trebuie dedusa /legea
timpului in descrierea orbitei eliptice. Vom nota cu unghiul ¢=0-6, anomalia
adevarata si cu unghiul E anomalia excentrica (vezi Figura 10.3).

ﬁy

Q
P (x,y)
E anomalia excentrica
da I
i
. X
>  ea % 7
a ()]|
¢=06-0, anomalia
adevdrata
N
Figura 10.3

Deoarece SR=0R—-0S, rezulta ca :



(10.12) r cosp=alcosE—e).

2

2
. T
Din ecuatia elipsei — + y—z =1, avem:
a

y= gm =bsinE ,
unde am tinut cont de coordonatele punctului P(x, y):
x=acoskE, y=rsing.
Prin urmare, obtinem:
(10.13) r singo:aMSinE .
Eliminand unghiul ¢ intre (10.12) si (10.13), rezulta:
(10.14) r=a(l—e cosE) .

Din (10.12) si (10.14) avem:
(10.15) reos’ =48 20052£—1—e =a(1—e)c052£.
2 2 2 2 2

Pe de alta parte, (10.13) se mai poate scrie sub forma:
(10.16) rsin%cos%zaxﬂ—e2 singcosg .

Impartind relatia (10.16) la (10.15), obtinem legatura dintre anomalia adevirati ¢
si anomalia excentrica E:

@ I+e E
10.17 tge—=_|— tg—.
(10.17) &=, &

Daca vom deriva (10.17) in raport cu timpul si vom folosi (10.15), rezulta:
ro=r@=a\1-e*E=bE .
Din integrala ariilor si (10.14) obtinem:

(10.18) C=r0=r"¢=r-bE =ab(l—ecosE)E .



In fine, integrand relatia (10.18) in raport cu timpul ¢, deducem ecuatia lui Kepler:

(10.19) E—esinE=n(t—t,)=T ,
unde n = = ijm+Mj
az 1—62 a3/2 :

Se vede usor ca ecuatia lui Kepler are solutie unica. Intr-adevir, notand cu:
f(E)=E—esinE

deoarece 0<e<1, functia frezultd strict crescatoare pe R. Cum f este continud pe R si f
(R)=R, atunci rezulta ca functia f este bijectivd pe R. Prin urmare, ecuatia f (E ): T va
avea solutie unica.

Din relatia (10.17) se vede cd dacd ¢ variaza cu 27z, atunci si E variaza cu 27x.
Din ecuatia lui Kepler (10.19) rezulta perioada miscarii eliptice:
3/2

(10.20) T0:2_7z:27zab: 2ra

W C i)

De aici, obtinem legea a treia a lui Kepler:

T, _4r’h* _ 4r’
@  Cla  flm+M)

(10.21) = const.

Prima lege a lui Kepler este datd de ecuatia conicei (10.1), in timp ce a doua lege se
referd la legea ariilor (vezi Capitolul 6).

e Exercitii si probleme:

1) Pornind de la legile lui Kepler sa se deducé forma fortei de atractie universala.

2) In cazul miscarii hiperbolice, utilizand relatia tg% = e—l th? , sd se obtinad
e_
N +M
ecuatia timpului sub forma eshE —E =n,(t-t,), n, = # .
a

3) In cazul miscdrii parabolice, si se deduci ecuatia timpului sub forma

2
p o 1 50
—|tg—+—-tg’ = |=Clt—t,).
z(gz 3g2] (t—1,)



4*) Sa se studieze problema interactiunii Pamantului, avand forma sfericd, cu masa M
uniform distribuitd, cu un satelit asimilat unui punct material de masa m. Raza
Pamantului este R = 6.380 km. Satelitul se desprinde de racheta purtitoare la
inaltimea H, fata de suprafata Pamantului, mésurata pe verticala locului, in punctul P,
avand vector de pozitie Xo, cu viteze initiala V. Presupunem cd masa satelitului
rimane constantd in timpul evolutiei de la suprafata Pamantului pana in Py. in plus,
presupunem ca raportul m/M poate fi neglijat.

In particular, daca lansarea ar avea loc de pe suprafata Pamantului (H=0) si daci
unghiul dintre X §i Vo ar fi 7/2, sa se deduca valorile primei viteze cosmice si a celei de-

a doua viteze cosmice.



Capitolul 1171

Sisteme neinertiale. Miscarea relativa

e Pana in prezent am studiat miscarea sistemelor materiale in raport cu sistemele
inertiale (miscarea absolutd). In acest capitol vom considera miscarea
punctului material si a sistemelor de puncte materiale in raport cu sisteme
neinertiale, care au fie o translatie ne-uniforma, fie executa o rotatie, fata de
un reper inertial (miscarea relativa). Prezentarea urmeaza monografia [2].

Fie k un reper inertial, presupus a fi fix si £’ un reper neinertial, mobil fata
de k. Fie x vectorul de pozitie al unui punct arbitrar P, in raport cu reperul £,
respectiv x' vectorul sdu de pozitie, in raport cu reperul £'. Vom presupune ca
reperele k si k' au o structura de spatii vectoriale euclidiene orientate.

Numim migcare a reperului &' in raport cu reperul k o functie M, :k' >k,

derivabild in raport cu parametrul f€R, care invariazd metrica si orientarea
spatiului (adica, produsul scalar si produsul vectorial).
O miscare M, defineste o migcare de rotatie, daca M, este un operator

ortogonal, care face ca originea O’ a reperului k' sa corespunda originii O a
reperului k. Urmatorul rezultat este cunoscut din cursul de Geometrie din anul I
(vezi lucrarea [13]).

Teorema 11.1

Orice migcare M, se descompune, in mod unic, intr-o rotatie R, 1 k' —> k i

o translatie T, : k —> k :

M,=TR

t ot

unde Tx=x+x,(t), xo(t)=0_0)'ek.

Demonstratie:
Vom nota cu x,(t)=M,(0'), R =T'M,.
Atunci R (0)=7"(M,(0))=7"x,=0 m

t t
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O miscare M, defineste o miscare de translatie daca functia R, :k'—>k

care 11 corespunde, conform teoremei precedente, nu depinde de timp,
R, = R = const. Rezultd cd In acest caz miscarea va avea forma:

M x'=T(Rx')= Rx' +x,(t).
In general, dacd x si X' reprezinta vectorii de pozitie ai punctului P in raport

cu reperul ,,fix” k, respectiv cu reperul ,,mobil” k', presupunem cad exista o
miscare M, astfel ca:

(11.1) x(£)=M x'(t)=Rx'(£)+x,(¢).

Este util sa observam ca vectorul R x' ek nu coincide cu vectorul x'ek’,
dat fiindca sunt situati in spatii diferite.

e Pentru a obtine legea de compunere a vitezelor In miscarea relativd vom
deriva relatia (11.1) 1n raport cu timpul ¢, obtinand:

(11.2) X=Rx +RX +x%,

Pentru a interpreta cei trei termeni ce apar in relatia (11.2) vom considera trei
cazuri particulare.

1) Cazul miscarii de translatie (Rt = 0)
Relatia (11.2) devine in acest caz:
X=RX'+X,,

sau, notdnd cu v=Xek viteza absolutd, cu v'=RX'e€k viteza relativa si cu
v, =X, € k viteza originii sistemului mobil, legea de compunere a vitezelor se va
scrie:

(11.3) v=v'+v,.

2) Cazul miscdrii de rotafie a sistemului k' in raport cu k (x, =0), cu punctul
P solidar legat de k' (X' =0).
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In acest caz distributia de viteze (11.2) va avea forma:

X=RX .

Teorema 11.2 (formula lui Poisson)

Pentru orice moment de timp t exista un vector (o(t)ek, numit viteza
unghiulara instantanee, astfel incat sa avem formula:

(11.4) X=OXX.

Demonstratie:

Cum fin acest caz x=RxX s§i Xx=RX, rezulti ci x=R R 'x=Ax.
Operatorul A:k —k, definitde Ax=R,R 'x, este liniar, deoarece R, este
liniar.

In plus, 4 este un operator antisimetric (4+ A" = 0). Intr-adevar, deoarece
operatorul R, :k'—k este ortogonal, rezultd c¢d R/ =R, :k — k'. Derivand
expresia R R/ =1, in raport cu ¢ obtinem R R’ +RR' =RR +(RIR; 1 )T =0.
Deci, A+ A" =0.

Pe de alta parte, se stie ci operatorii antisimetrici definiti pe R® cu valori in

R’ sunt determinati de trei elemente nenule. In coordonate carteziene avem
reprezentarea

0 -o, o,
A=| o, 0 -o
-0, 0

Cu aceste notatii, putem defini vectorul vitezd unghiulard @ prin relatia

o =0, +0,e, +o,e,, unde {e[}i:ﬁ sunt versorii bazei ortonormate. Aplicand

operatorul 4 vectorului x = x,e, + x,e, + x,e, rezultd usor ca:

AX = XX =m
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3) Cazul miscarii generale de rotatie.

In acest caz presupunem ci reperul k' este in rotatie fatdi de reperul
k (x,=0) si ca punctul P se miscd in raport cu reperul &' (x'#0). Din (11.2)

rezulta:
(11.5) X=RX+RX' =0xX+RX .

Daca vom nota prin v=Xek viteza absolutd, cu V' =RX €k viteza

relativi si cu v, =RX =oxxek viteza de transport (datorati rotatiei),
obtinem distributia vitezelor In miscarea generala de rotatie:

(11.6) V=V, +V.
4) Cazul general, al unei miscari de rototranslatie a reperului k' in raport cu
reperul k si cu punctul P aflat in miscare fata de k'.
Din formula (11.2), tinand cont de cazurile precedente, putem deduce ca:
(11.7) v=v'+v, +v, ,

unde v=xek este viteza absolutd, v'=RX'e€k este viteza relativa,
v,=Rx =ox(x-x,)ek este viteza de transport (datorati rotatiei), iar

v, =X, € k este viteza originii sistemului mobil.

Pentru a obtine distributia acceleratiilor in migcarea relativd vom deriva
relatia (11.7) in raport cu timpul. Preliminar acestui calcul vom stabili forma
vitezei de transport v, in reperul £'. Fie vectorul Xek', solidar cu reperul

mobil. Atunci, avand de-a face cu o rotatie, rezulta:
x=RX, Xx=RX=0xx=(Ro'xRX)=R(0'xX),

t

unde ®' €k’ este viteza unghiulara raportata la reperul k’. Aici am folosit faptul
carotatia R, conserva produsul vectorial. Deci:

(11.8) RX=R(0'xX) , Xek'
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reprezinta formula lui Poisson in functie de vectori din reperul mobil &’.
Folosind formula precedenta, distributia de acceleratii in migcarea relativa
va rezulta dupa cum urmeaza:

4 < ! <! : <! ’ ’ .
x=Rx'+Xx, , X=RX +RX +x0=Rt(x + o xx)+x0 ,
Xx=R (X +0'xx)+R,(X+@'xx +0'xx')+X, =
=R [0 x(X +o'xx)+ X + @' xx +o' xX'|+%, =

=R [X +20' xX +0' x(0'xx')+ 0 xx']+ X, .

Pentru obtinerea acestor egalititi am folosit formula (11.8), odatd cu
X =x"ek', pentru viteze, si apoi, cu X=X'+®'xx’ € k', pentru acceleratii.

Dacd vom nota cu a=X acceleratia absoluta, a'=RX' acceleratia
relativd, a, =R [0'x(0'xx')+0'xx'] acceleratia de transport (datoratd
rotatiei), a. =2R o' xX' acceleratia Coriolis, respectiv cu a, =X, acceleratia
originii sistemului mobil, obtinem distributia acceleratiilor in migcarea relativa,

sub forma:
(11.9) a=a,+a, +a.+a'.
Este bine sd remarcdm ca aceasta formula are loc in reperul inertial £.

Deoarece ecuatia de miscare a lui Newton ma =F este valabild in reperul
inertial &, din (11.9) deducem ecuatia miscarii relative a unui punct material P:

(11.10)  ma'=F-ma,-ma, —ma. =F+F,+F, +F, .

Aici, am notat cu F, =-ma, forta de inertie (datoratd translatiei reperului
mobil), F,_=-ma, forta de transport (datoratd rotatiei reperului mobil) si
F. =-ma_ forta Coriolis. Aceste forte se numesc forte complementare (inertiale)
si sunt percepute doar de un observator aflat in reperul mobil.

Conditia de echilibru relativ la reperul k' se obtine din (11.10), pentru
a’'=v' =0, sub forma:

(11.11) F+F,+F, =0.
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e In continuare vom studia miscarea relativa in raport cu doud repere inertiale
importante In mecanica cereasca.

a) Sistemul inertial heliocentric.

In acest caz reperul inertial k va avea originea in centrul Soarelui, in timp ce
reperul neinertial £’ va avea originea in centrul Pamantului si va avea o miscare
de translatie, astfel ca axele sale sa raména paralele cu cele ale sistemului inertial
k.

Deci, R, =0, sau R, = R=const.=1;. Acest caz exprima efectul miscarii de

revolutie a Pamantului in jurul Soarelui, asupra unui punct aflat pe suprafata
Pamantului.
Fie P un punct aflat pe suprafata Pamantului, O centrul Soarelui, O" centrul

Pamantului, Ox,, i=1,3, axele sistemului inertial k£, Ox], i=1,3, axele
sistemului neinertial astfel ca directia O x,sa coincida cu O'x/, iar O'x), sa fie

paralela cu Ox, (vezi Figura 11.1).

& X2 ¢ X'

N IX’[=Rp
P
X
x’ 0
>
O X, P, (0% P> x1.x/°
S
Figura 11.1

Ecuatia miscarii relative, pentru aceasta problema, va avea forma:

(11.12) ma'=F—ma, ,
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unde F:—me

-—X exprima atractia Soarelui asupra punctului P. Aici 7 =[x |, m
r

este masa Pamantului si M masa Soarelui. In plus, avem relatia x=x,+x’.
Acceleratia centrului Pamantului in miscare de translatie in jurul Soarelui va fi:

(11.13) a, :—ﬂxo

cu 1, =[x,|. Din (11.12) si (11.13) obtinem:

M n, M 11 ™
a =__3(XO+X)+_3XO :ﬂ/[ =3 XO ——3X .
r 7, n r v

Proiectand aceasta relatie pe axele sistemului mobil, rezulta:

, 1) M

I e

. 0 b
a;:—%Rpsine

unde R, :|x’| este raza Pamantului. Folosind teorema cosinusului in triunghiul

OO0'P, r* =r, + R, +2r,R, cosf , vom obtine:

2 -3/2
%:%[1+R—§+2&cosﬁj :%(1—3&0059+...].

o o o o

Deci, formulele (11.14) vor avea forma:

a{:WRP(Zcosﬁ—i-...)
(11.15) ,__ﬁMRPsinH[ 2 J :

1-3—L2cos@+...

3
o 7o
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k
Neglijand termenii de ordin (&J, k>2, cu formulele (11.15)

o

putem explica aparitia fenomenului mareelor.

Astfel, dacd punctul P va apartine unei mase fluide aflate la suprafata
Pamantului, formulele (11.15) exprimd acceleratia imprimatd de Soare

asupra acestei particule. Pentru 8 e {0,7[} (la Ecuator) acceleratia a; va lua

. R, . .. . < T T
valorile extreme +2 jM3 £ in timp ce a4, va fi nula. Pentru 96{—5, 3}
o
. . , . fMR,
(Ia Poli) acceleratia a, va lua valorile extreme *-———. Mareele se
T

produc de doud ori in decurs de 24 de ore, o datd cand Soarele trece la
meridianul locului si o data cand el trece la meridianul opus.

Efectul datorat atractiei Lunii asupra punctului P, aflat pe suprafata
Pamantului, poate fi studiat in mod similar, daca inlocuim masa Soarelui
cu masa Lunii §i distanta Pdmant - Soare cu distanta Pamant - Luna. Se
obtine rezultatul cd marimea fortei de atractie a lunii este de 2,32 ori mai

mare decat cea datoratd Soarelui (vezi [6]).
b) Sistemul inertial geocentric.

In acest caz reperul inertial k va avea originea in centrul Pamantului,
cu axa Oxs orientatd dupa axa polilor S-N si cu axele Ox; si Ox; situate in
planul ecuatorial. Reperul neinertial, mobil, k' va fi situat pe suprafata
Pamantului. El va fi solidar cu Paméantul aflat in miscarea de rotatie, in
jurul axei polilor, cu viteza unghiulard @ (vezi Figura 11.2). Axa O'x; va
fi dirijata dupa verticala ascendenta a locului, O'x] dupa tangenta la
meridianul locului spre Sud, iar O'x) dupa tangenta la paralela locului spre

Est (pentru un reper mobil aflat in emisfera nordica a Pamantului).
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A\_;.
N
o’
X2
o’
)
" e A Ialiludin"a
X2
X
¢ longitudinea
X S
Figura 11.2

Pamantul este presupus a fi sferic, raza sa fiind R, =6380km , iar marimea

vitezei sale de rotatie o' = ®'|=0,729-10"rad /s, presupusi a fi constantd in
timp.

Ecuatia miscarii relative a unui punct P, aflat in vecindtatea suprafetei
terestre, va fi datd de (11.10). Vom studia separat influenta diverselor forte
complementare ce actioneaza asupra punctului P, in raport cu reperul k. Daca
punctul P va coincide cu O’ (x' =0) atunci forta de transport datorati rotatiei F,

va fi nuld, iar forta de inertie Fy va avea, in reperul mobil k£’, componentele:

(11.16) {Foxi =mR, '’ cos Asin A

F*=0, F"=mR,w”cos’1>0

Componenta FO"g are tendinta de a micsora greutatea corpurilor. Ea are
valoarea maxima la Ecuator (1=0) si este nuli la poli (1=7/2). Componenta

F," abate directia verticalei locului (determinatd cu un fir cu plumb) spre Sud (in
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emisfera nordica, A > 0) si spre Nord (in emisfera sudicd, 4 <0). Valoarea ei este
maxima la latitudinea A =7/4.

Pentru a studia influenta fortei Coriolis, vom presupune ca viteza de rotatie a
Pamantului este constanti (@' =0) si mici. Astfel, vom neglija termenii ce contin

puterile |®’|*, k> 2. In aceste ipoteze, ecuatiile miscarii relative ale unui punct
P, aflat sub actiunea greutatii si a fortei Coriolis, in proiectie pe axele reperului
mobil £°, vor avea forma:

¥ =2wx;sin A
(11.17) X} = —20'(xsin A + X cos A)

¥, =—g+2w%) cos A

Vom presupune cad la momentul initial ¢ =¢, pozitia s1 viteza punctului P vor
fi:

(11.18)

{x{(to)=x;(to)=0, X (ty) =11

x;(to):”oa x;(to):"oa X;(to)zwo

Integrand sistemul diferential (11.17) o datd si folosind conditiile initiale
corespunzatoare, obtinem:

X =2wx;sin+u,
(11.19) %) =—20'(x] sin 1+ x} cos 1)+ v, + 20’ hcos

Xy =2m'x, cos A — gt +w,

Introducand prima si ultima ecuatie din (11.19) in cea de-a doua ecuatie a
sistemului (11.17), neglijand termenii | ®'|*, k > 2, rezultd ecuatia diferentiald in
Xy
(11.20) %) +20'(u, sin A+ w, cos A)— 2w'gt cos 1 =0 .

Integrand ecuatia (11.20) de doua ori 1n raport cu timpul ¢, obtinem:

(11.21) X} = vyt —@'t* (u, sin A +w, cos /1)+%a)'gt3 cosA.
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In fine, din relatia (11.21) si din prima si ultima ecuatie a sistemului (11.19),
rezulta:

x| =uyt+o'vt’sin A

11.22
(1.22) X} :h+w0t+a)'vot2c:os/l—%gt2

Daca, in particular, 1asam punctul material greu sa cadd fara viteza initiala
(4, =v, =w, =0), de la indltimea £, el va ajunge in planul O'x|x} dupi intervalul
de timp:

(11.23) t,=|—,

in punctul de coordonate locale:

(11.24) x| =x;=0, x| 2w /%cosz
3 g

Semnul pozitiv al lui x; indica faptul ca punctul aflat in cadere a fost deviat
spre Est. In concluzie, un punct material aflat in cadere liberd, sub actiunea
greutdtii si a fortei Coriolis va descrie un arc de parabola semicubica, dat de
ecuatiile parametrice:

x =0
(11.25) X, =§a)’gt3 cos A
X} :h—%gt2

e In ultima parte a acestui capitol vom studia migcarea relativa a unui sistem
discret alcatuit din n puncte materiale. Fie k£ un sistem inertial centrat in

punctul O, de axe ortogonale Ox,, i =13 si k' un sistem neinertial care se
deplaseazd prin translatie fatd de &, avand centrul in punctul G, care este
centrul de masa al sistemului, si axe ortogonale Gx;, i=1,3. Dupa cum am

vdzut mai sus, in acest caz rotatia sistemului &’ fatd de k poate fi aleasa astfel
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ca R, =R=const.=1,. Cu alte cuvinte, reperul k' se deplaseaza cu axele

paralele cu axele sistemului k. In acest caz reperul k' se numeste reper
Koenig. In aceste ipoteze, relatia (11.1) devine:

(11.26) x,(6)=x/(t)+&()., V¥V i=Ln
unde &(¢) este vectorul de pozitie al centrului de masi G, al sistemului de » puncte

materiale, in raport cu reperul k. Prin urmare, relatia de compunere a vitezelor, va
rezulta sub forma:

(11.27) X, =x/+& V i=Ln.

Dar, deoarece G =0’ este originea reperului mobil, vom avea relatiile:
(11.28) dmx; =Y mx =0 .
i=1 i=1

Din (11.27) si (11.28) rezultd impulsul sistemului discret de puncte
materiale:

(11.29) p:imiii:(imiJ%+imikgzM& ,
i=1 i=1 i=1

unde M = Zmi este masa totala a sistemului.
i=1
In mod analog, vom calcula momentul cinetic al sistemului discret de puncte
materiale, in raport cu polul O:

~
Q
I
i\
M
X
—_
3
e
SN
I
=
—
o8
+
g
SN
X
3
NN‘
+
N
S~
I

:M§x§+ix; x(mif(:.)+§x(imi5(;j+

(11.30)

+[Zn:mix;]xf;=M§x§+K’6.

—_—
=0
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In mod analog, obtinem energia cinetica a sistemului discret de puncte materiale,
in raport cu reperul £:

IS, e IS (P oL
T_zgmixi ng,.(xi+g) JME

+%Zmix;2 J@(Zmlej =%M&2 +T.
i1 i1 .

(11.31)

Am obtinut, prin relatiile (11.30) si (11.31), urméatoarea teorema.
Teorema 11.3 (Koenig)

Momentul cinetic (respectiv, energia cinetica) al (a) unui sistem material
discret, in raport cu polul O (respectiv, cu reperul k), este egal(a) cu suma dintre
momentul cinetic (respectiv, energia cinetica) raportat(a) la polul G (respectiv, la
reperul k') si momentul cinetic (respectiv, energia cinetica) al (a) centrului de
masa G, in care s-a concentrat intreaga masa a sistemului, in raport cu polul O
(respectiv, cu reperul k).

La fel ca in capitolul 8, vom presupune ca asupra sistemului {P. }i:L—n

i
actioneaza fortele exterioare {F,. },-:1,7 si fortele interioare {F,- j}i, =i -
1#]
In continuare vom obtine relatia dintre lucrul mecanic elementar al acestui
sistem de forte, in raport cu reperul &, si lucrul mecanic elementar relativ la
reperul k'. Astfel:

dL=dL,, +dL, =3 F,-dx, + ', -dx, = 3 F,-(dx| + dg)+
i=1 i,j=1 i=1
i#j

(11.32)+ Zn:Fl.j (dx! +dg)= ZF -dx] + Z":Fi_i -dx! {ir«ij.dm
i=1 i=1

i,j=1 i,j=1
i#j i#j

=R

+| 2 F,; |-dg=dL, +dL;, +R-dg=dL'+R-d&.

i,j=1
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Deoarece impulsul sistemului are forma (11.29), iar rezultanta fortelor
exterioare R este invariatd de schimbarea de reper k — k' prezentata, rezulta din
teorema 8.1 ca teorema de miscare a centrului de masa 8.2 ramdne valabila in
reperul Koenig.

Daca vom calcula momentul rezultant My, al fortelor exterioare, in raport cu
polul O, vom obtine:

M, =anxi xF, =Zn:(§+x;)xFl_ =
i=1 i=1

:@x(iFij+ix; xF, =ExR+M..

i=1 i=1

(11.33)

Din relatiile (11.30) si (11.33), aplicand teorema momentului cinetic 8.3,
rezulta:

(11.34) K, =MexE+K, =M, =ExR+M., .
Dar M& =R, de unde avem relatia:

(11.35) K,=M,.
Am obtinut urmatorul rezultant important:

Teorema momentului cinetic are loc intr-un reper neinertial de tip Koenig,
sub forma (11.35).

In fine, din (11.31) si (11.32), aplicind teorema energiei (8.4), avem relatia:

(11.36) dT =dT'+M&-dE=dT '+ ME-dg =
=dT'+R-d§=dL=dL'+R-d&.

Deci, rezulta:

(11.37) dT'=dL' =dL!

mt

!
+ dLé’)Cl
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Prin urmare, obtinem rezultatul urmator:

Teorema energiei are loc intr-un reper neinertial de tip Koenig, sub forma

(11.37).

1)

2)

3)

4)

b)

S)

6)

a)
b)

Exercitii si probleme:

In cazul sistemului inertial geocentric, si se obtina proiectiile pe reperul mobil
k' ale fortei de inertie Fy, date de relatiile (11.16).

In cazul sistemului inertial geocentric, si se deducd proiectiile pe axele
sistemului mobil " ale fortei Coriolis F,., utilizate in ecuatiile (11.17).

In acelasi caz, sa se obtina solutiile sistemului diferential (11.17), (11.18), sub
forma (11.22).

Un vapor porneste din punctul 4, aflat pe malul unui fluviu a carui apa curge

) ) N ) ) R oy Vo -
uniform cu viteza vy, Tnaintand uniform cu viteza avand marimea = fata de

apa, spre un punct B, aflat pe malul opus. Sa se afle:

directia vitezei relative a vaporului fatd de apa, atunci cand traiectoria sa
absoluta este segmentul 4B;

traiectoria absolutd si timpul de traversare, daca viteza relativd a vaporului
este constant Indreptata spre punctul B. Discutie dupa valorile parametrului 4 .

Viteza unui rdu de latime 2/ este zero la mal §i creste proportional cu
departarea de mal, ajungand la valoarea vy la mijlocul raului. Un inotator

< A . o .V . g o
traverseaza raul cu viteza relativa, de marime 70, perpendiculard pe directia

curentului. Sa se afle traiectoria inotatorului si locul unde acesta va atinge
malul opus.

Un cerc de raza R se roteste uniform in jurul unui diametru al sau. Punctul P
se miscd pe cerc cu o viteza relativi de marime constantd, parcurgand tot
cercul in timpul unei rotatii complete a acestuia. Sa se determine:

viteza si acceleratia absoluta ale punctului P;

traiectoria absoluta a lui P.
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Capitolul 12

Sisteme rigide. Unghiurile lui Euler. Cinematica rigidului.
Cinetica rigidului

e Numim sistem rigid un sistem material discret cu proprietatea ca distantele
dintre doud puncte arbitrare ale sale raman constante in timp. Putem scrie
aceasta conditie sub forma:

(12.1) ‘xi —xj‘ =1, =const., Vi,j =1,_n,

unde X; si X; sunt vectorii de pozitie a doud puncte arbitrare P; si P; din sistemul
rigid, raportati la un reper inertial. Dupd cum am vazut in capitolul 2 un sistem
material discret, format din » puncte materiale, are 3n grade de libertate (adica,
miscarea sa depinde de 3n coordonate). In cazul unui rigid liber vom avea 6 grade
de libertate, cu exceptia sistemului rigid format din doud puncte materiale care are
5 grade de libertate. Ultima afirmatie este evidentd, avand in vedere ca doud
puncte au 6 coordonate, supuse legaturii (12.1). Deci, 5 grade de libertate.

In ceea ce priveste sistemul rigid liber care are trei puncte necoliniare, lui i
putem asocia un reper solidar legat de rigid. Ori, se stie ca un reper arbitrar din R’
se obtine dintr-un reper dat printr-o translatie si o rotatie, deci are 6 grade de
libertate (vezi lucrarea [13]). Altfel spus, varietatea de configuratie a unui sistem
rigid este produsul cartezian R’ x SO(S), al spatiului R’ cu grupul rotatiilor
proprii SO(3)= {A eM,(R)/ 44" =1,, detd= 1}. Fixand un punct al sistemului
rigid, este evident ca varietatea sa de configuratie va fi SO(3).

e Dupa cum se stie, rotatia unui sistem de coordonate in raport cu un sistem de
coordonate dat se obtine prin trei rotatii In jurul unor axe predefinite. O
alegere posibild o reprezinta rotatia data de unghiurile lui Euler. Sistemul rotit
este similar sistemului coordonatelor geografice de pe sferd, cu singularitati la
poli si multivocitate pe un meridian.

Mai precis, fie Ox;, i=1,3, un sistem inertial si Ox], i=1,3 un sistem
neinertial, solidar cu rigidul aflat in rotatie in jurul punctului O. Pentru a ajunge
din reperul Ox; in reperul O x|, vom efectua trei rotatii:

1) O rotatie de unghi v in jurul axei Oxs;.



Astfel, axa Ox; rdmane pe loc, iar Ox; devine ON (axa nodurilor). Unghiul
W se numeste precesie.

2) O rotatie de unghi 6 in jurul axei nodurilor ON.

Ea lasa axa ON pe loc si duce axa Ox; in Ox;. Unghiul 6 se numeste
nutatie.
3) O rotatie de unghi ¢ in jurul axei Ox;.

Aceasta rotatie lasa neschimbata axa Ox; si transformd axa ON in Okx;.

Unghiul ¢ se numeste rotatie proprie. (vezi Figura 12.1).

Figura 12.1

Matricial, vom scrie prima rotatie, de unghi y 1in jurul lui Ox;, sub forma:

cosyy siny O)e,

—

=Ae=|—siny cosy O] e,
0 0 1){e,

(12.2) k=

WNW'W



Aici e reprezintd versorii sistemului inertial Ox;, iar k reprezintd versorii

—

ON

—>

|ON |
Apoi, rotim sistemul Kk, in jurul lui ON cu unghiul &, ajungand la sistemul
Ji
i=|1J, |, 1n care ki=j:

Js

sistemului rotit, cu Kk, = st k; =e;.

1 0 0 Yk,
(12.3) j=Bk=|0 cosf sinf |k,
0 —sinf cosf )k,

In fine, rotim reperul j in jurul lui j3 cu unghiul ¢, pentru a obtine reperul
!
el
neinertial e'=| e, |, 1n care j, =e} :

’
€3

cosp sing 0} ]
(12.4) e =Cj=|—-sing cosp 0] j,
0 0 1)ij;

Compunand cele trei rotatii (12.2) — (12.4), obtinem relatiile de trecere de la
reperul inertial la reperul rotit, solidar cu rigidul, sub forma:

(12.5) e=CBAe.

e Pentru a obtine distributia de viteze si de acceleratii in miscarea liberd a unui
sistem rigid, vom considera un reper inertial k£ fixat si un reper mobil k',
solidar legat de rigidul aflat in miscare. In acest caz, formula (11.7) se reduce
la urmatoarea distributie de viteze:

(12.6) X=X, +Rx =%, +ox(x-x,),

deoarece viteza relativa x' este nula.
In mod similar, din formula (11.9) deducem distributia de acceleratii, in
migcarea unui sistem rigid:



(12.7) X=%,+R [0'*xx' +0 x(0'xx')],

acceleratia relativa si acceleratia Coriolis fiind nule. Reamintim faptul ca
formulele (12.6) si (12.7) sunt scrise 1n raport cu reperul inertial £.

e In continuare vom deduce legitura dintre vectorul vitezd unghiulari o si
unghiurile Tui Euler. In prima parte a acestui capitol am ardtat ci rotatia
sistemului mobil &’ in raport cu sistemul fix & este data de trei rotatii, date de
unghiurile lui Euler, in jurul unor axe predefinite.

In general, si presupunem ci avem de-a face cu o rotatie de unghi o in

jurul unei axe Ox; a unui reper inertial dat. Atunci matricea de rotatie R, : k' — k

va avea forma:
cosa —sina 0

(12.8) R =|sina cosa O0].
0 0 1

Folosind formula lui Poisson (11.4) pentru e, rezulta:
(12.9) Re! =R (o'xe|)= AR (e}, xe|)=1Re, ,
pentru, daca x =e, =e;, aceeasi formula ne da:
(12.10) é,=oxe, =R (0'xe))=0=>0=1e,, o =Je,,
axa Ox; fiind fixa.
Pe de alta parte, un calcul direct in (12.9) cu R, dat de (12.8), ne arata ca:
(12.11) A=a, o=dae,, o' =dae].
Aplicand acest rezultat general rotatiilor efectuate cu ajutorul unghiurilor lui
Euler, rezulta ca:
(12.12) o=ye, +0k +9¢j,,
unde versorii Kk, si j; sunt proiectati pe reperul k. Mai precis, daca folosim

relatiile de transformare (12.2) si (12.3) obtinem componentele vectorului viteza
unghiulard @ pe reperul £, sub forma:



o, =0 cosy + ¢sinOsiny
(12.13) @, =fsiny — @sinfcosy .
@, =@pcosl+y

Folosind relatia (12.5) si matricile de trecere 4, B, C, date de (12.2)-(12.4),
rezultd componentele vectorului @' pe reperul k', sub forma:

o/ =ysin@sin g + 6 cosg
(12.14) ), = ysinfcosp —Osing
@; =y cosd+¢

Relatiile (12.13) si (12.14) sunt numite ecuatiile cinematice ale lui Euler.

e Revenind la distributia de viteze (12.6) in miscarea unui sistem rigid, vom
consemna cateva caracteristici cinematice ale sistemelor rigide.

1) Daca in relatia (12.6) vectorul @ =0, rezultd ca x =X, deci avem de-a face
cu o miscare de translatie a sistemului rigid.

2) Daca x, =0 (deci, x,=0), din (12.6) rezultd ca x= Rtx' =®xX, deci avem
de-a face cu o miscare de rotatie, in jurul punctului fix O. Daca ® = m(t) , axa

de rotatie este variabila in timp, avand de-a face cu o rotatie instantanee. Daca
directia lui ® ramane constantd in timp, avem o rotatie constantd. Daca
mdrimea lui ®, |®|, este constantd in timp avem de-a face cu o rotatie

uniformd.

In cazul general al unei miscari de rototranslatie a sistemului rigid, din
(12.6) obtinem:
(12.15) Xo=X,0,
deci, proiectia vitezei X pe ® este aceeasi pentru toate punctele sistemului rigid.
Prin urmare, punctele in care viteza este minima sunt acele puncte pentru care x
este coliniar cu ®. Fie x" un astfel de punct. Din (12.6) rezult:

(12.16) X*=X0+m><(x*—xo)=am,

de unde Tnmultind scalar cu ®, obtinem:

(12.17) =2



Relatia (12.16) ne arati ci locul geometric al punctelor X , pentru care X
este coliniar cu @, apartine unei drepte ( numitd axa instantanee de
rototranslatie).

Scazand (12.16) din (12.6), rezulta:

X, O

2 9
()

(12.18) t=ao+ox(x-x'), unde «=

ceea ce ne arata ca viteza oricarui punct al rigidului are o componenta, egala cu
v.. =am, dirijjatd de-a lungul axei de rototranslatie si o componenta
X (x -x ) , care da rotatia 1n jurul acestei axe.

Locul geometric al axelor instantanee de rototranslatie in raport cu reperul

fix, este o suprafata riglatd numitd axoida fixa. Aceeasi dreapta genereaza in
reperul mobil &£’ o suprafatd riglatd numita axoida mobila.

e Pentru a pune in evidenta caracteristicile cinetice ale sistemelor rigide, vom
considera k un reper inertial fixat si &' un reper neinertial, solidar legat de
sistemul rigid, centrat in punctul O'. Dupa cum am vazut, miscarea sistemului
rigid se descompune intr-o miscare de translatie a rigidului, compusa cu o
miscare de rotatie in jurul punctului O’.

In continuare vom studia miscarea de rotatie a sistemului rigid in jurul
punctului O', presupus fixat. In acest caz, orice vector din reperul k' va fi
Htransportat” in reperul k£ prin intermediul operatorului ortogonal R :k'— k.
Astfel, daca xek este vectorul de pozitie al unui punct curent P al sistemului
rigid, atunci x=R x' cu x'€k’, unde x' este vectorul de pozitie al lui P fata de
reperul solidar cu rigidul.

In mod analog, putem scrie relatiile:

x=RX'ek, xX'€k'; o=Ro'ck, o'ek’;
_ i ' '
K, =RK, €k, K, €k’

In plus, am aratat ca:
. _ _ ’
x—mxx—mx(R,x )

Prin urmare, momentul cinetic al punctului P, de masa m, in raport cu polul

O', va avea forma:
K, zxxm)k:mxx((oxx)e k,

K, =R'K, =m(R'xx(R'oxR'x))=mx'x(0'xx") e k'



Astfel, am obtinut un operator liniar A:k'— k', care ,transforma” vectorul
viteza unghiulara ®’ in momentul cineticK),) ., :

(12.19) Ao’ =K, =mx'x(0'xx').
Operatorul 4 este simetric. Intr-adevir, daca X,Y ek’ avem identitatea:

(1220)  AX-Y = mx'x (X x)]- Y = m|(X- Y)x'> = (x - X)(x'- Y)|=
=m(Y xx')-(Xxx')=X-(4Y).

Facand, in formula (12.20), pe X=Y=0  si observind ca
%’ =(@xx) =(0'xx')’, rezultd ci energia cinetici a punctului P este o forma
patratica in raport cu viteza unghiulard ®':

1 1

1 1
2: :—AQ),'(,O':—K'O.'(D'.
2 2

(12.21) T = mk Em((y)’x x')

Operatorul A se numeste operatorul de inertie al punctului P.
Deoarece sistemul rigid este format din » puncte materiale P;, de mase m;,

i =1,n, prin sumare obtinem urmatoarea teorema.

Teorema 12.1

Momentul cinetic K, al unui sistem rigid in raport cu punctul O' depinde

liniar de viteza unghiulara o', in sensul ca exista un operator liniar A:k'—k',
astfel ca Ao' =K,.. Operatorul A este simetric. Energia cinetica T  a sistemului

rigid este o formd patraticd in raport cu viteza unghiulara o' :

1 ’ ’ 1 ! !
(12.22) T=-do"o' = Kj o

Demonstratie:

Prin definitie momentul cinetic al sistemului dat este suma momentelor
cinetice ale punctelor materiale:

K, = Zn:K;O, = Zn:Al.(o’ =4Ao’,
i=1

i=1

n
unde, am definit operatorul 4= ZAI. . Deoarece fiecare operator A; este simetric,
i=1

rezultd ca operatorul 4 este simetric.



In ceea ce priveste energia cinetica a sistemului rigid, ea se poate scrie:

- 1 : - 1 ’ ’ 1 ! ! 1 ’ !

T=) —mx’ :Z—( O ):—KO,-(D =— Ao =
. 2 2 2

e Dupd cum se stie, orice operator simetric posedd trei directii proprii

ortogonale. Fie ej,e},e; €k’ trei vectori proprii unitari ai operatorului de

inertie al sistemului rigid 4, respectiv I}, I, I; valorile sale proprii. In raport cu

baza {e’/ } — momentul cinetic si energia cineticd vor avea urmatoarea forma:
7=l

K}, =Aw;=1,0;, Vj=13
(12.23) 1 1

T :EAu)'-u)’ :E(Ilcol'2 + Lo} +I3a)§2).

3 ii ' ( — se numesc axe principale de inertie ale
Axele avand versorii € — 1
L 7I=Lh

rigidului, in raport cu O'. Valorile proprii I; se numesc momente principale de
inertie ale rigidului. Daca valorile proprii sunt distincte axele de inertie sunt unic
definite (vezi [5]).

Pe de alta parte, daca sistemul rigid se roteste in jurul unei axe 0 cu viteza

unghiulard ®'=w'e, unde polul O'€?, a)'=|co'

, lar e este versorul axei 0O,

atunci energia sa cinetica va fi egala cu:
_I__l" P R I b
_Ezmixi _Ezmi(mxxi) —EZWZ[((&) Xxi) -
i=1 i=1 i=1

:lzmiwdr}z :l Zm,»l”,-z a)rz :l[(sa)rz'
2 i=1 2 i=1 2

(12.24)

In formula precedenti am notat cu 7; distanta de la punctul P; la axa & .
I; este numit moment de inertie al sistemului rigid fata de axa 6. Din

relatiile (12.23), si (12.24) rezulta ca valorile proprii ale operatorului de inertie A
sunt momente de inertie ale rigidului in raport cu axele principale de inertie
!
{ej }jzﬁ :
Elipsoidul {0’/ A0’ @' =1}c k' se numeste elipsoid de inerfie al sistemului
rigid, in raport cu punctul O'. In raport cu baza de vectori proprii {e; }j=§’
ecuatia elipsoidului de inertie va avea forma:



(12.25) Lo + L) + Lo} =1.
Prin urmare, obtinem urmatorul rezultat:

Axele principale ale elipsoidului de inertie coincid cu axele principale de
inertie ale sistemului rigid, iar lungimile lor sunt invers proportionale cu

\/Tjaj:B-

Din egalitatile (12.23), si (12.25) rezulta ca elipsoidul de inertie este definit
pentru vectorii viteza unghiulard ®' pentru care energia cinetica a rigidului este
egala cu 1/2.

Teorema 12.2 (Steiner)

Momentele de inertie ale unui sistem rigid in raport cu doua axe paralele O
si 0', cu &' trecdnd prin centrul de masa G al sistemului, sunt legate de relatia:

(12.26) I, =1,+Mr* |

n
unde M = Zmi este masd totala a sistemului, iar r este distanta dintre cele doua
i=1

axe.
Demonstratie:
Vom alege un sistem ortogonal de coordonate cu originea in G, axa Gx;

coincizand cu axa o' .
Daca a;si a, sunt coordonatele dreptei ¢ in acest sistem, avem egalitatile:

n n
I = zmﬂ”iz = zmi[(xli _al)2 +(x2i —a2)2]=
i1 -1

n n
:Zmi(xfl. +x§l.)+2ml.(a12 +a22):ls, +Mr?,
i=1 i=1

n n
deoareceZml.xU = Zmile. =0m

i=1 i=1



Deci, pentru o directie datd, momentul de inertie n raport cu o axa ce trece

prin centrul de masa al sistemului rigid este minim.

1)

2)
3)

4)

Exercitii si probleme:

Folosind relatiile (12.2)-(12.4), sd se calculeze componentele matricii de
trecere de la reperul inertial la reperul rotit C B 4.

Sa se obtind ecuatiile cinematice ale lui Euler (12.13) si (12.14).
Folosind relatia (12.16), sa se deduca ecuatiile scalare ale axoidei fixe.

Fie sistemul rigid £ =X"0X", ¥'nX"=¢. Fie I, I} si I momentele de
inertie ale sistemelor X, X' si X", in raport cu axele 0, o' si 0", paralele

intre ele si care trec prin centrele de masa ale sistemelor corespunzatoare. Sa
se arate ca:

3

I,=1,+1", L MM
S S MI+M”

unde M' si M" sunt masele sistemelor X' si X", iar d este distanta dintre
axele o' si 0".

5%)Unui sistem rigid, avind momentele principale de inertie 1, >1, >1,, 1

adaugdm un punct material de masd &, cu vector de pozitie
x'=x/e; +x,e, +x,e;, unde e;, e,, e, sunt axele principale de inertie ale
sistemului rigid.

Si se determine variatia cu & a momentului de inertie /,(¢) al noului sistem
obtinut si a noii directii principale de inertie e;(g), determinate pana la

ordinul 0(52 )



Indicatii si raspunsuri
la exercitiile si problemele propuse

4)

5)

Capitolul 2

In planul miscarii considerdm un sistem de coordonate carteziene {el, ez} sl un

sistem de coordonate polare {e,, e,}. Legitura dintre versorii lor este dati de
... |e,=cosfe +sinfe, _ ] . ) )
relatiile ) . Prin derivare, in raport cu timpul, obtinem
e, =—sinfe, +cosfe,
e =0e,, ¢,=—0e . Deoarece vectorul de pozitie al punctului P are, In coordonate

polare, expresia x=re, , rezultd, prin derivare In raport cu timpul, componentele

ro

vitezei si ale acceleratiei, in coordonate polare, sub forma:

x=ve +ve,=re +rbe,

o s 52 - PN
X=ae, +aye, = (r -rf )er + (2m9 + ré?)eg .

In cazul miscarii spatiale vom alege {el , €, e3} un sistem de coordonate carteziene

si {er, e,, e (p} un sistem de coordonate sferice. Transformarea de coordonate are

forma:

X, =rsinfcos@
x,=rsinfsinp , r>0, 0<(0,7), ¢pe[02x) .

X, =rcosd

Jacobianul transformarii este J =r>sin@ > 0.
Daca punctul P se misca pe liniile de coordonate, avem urmatoarele cazuri:
pe raza vectoare el va avea viteza v, =re,,

pe cercul meridian va avea viteza v, =rfe,,

pe cercul paralel va avea viteza v, =rsinfg¢e,, .

In general, dacd vectorul de pozitie x = x(qi(t)), i=13, al punctului P depinde de

parametrii g’ (t), atunci viteza va avea forma:
3

. 0X ., <
x(t)= 2561 =2V,
i=1

i=1

Deci, viteza este suma vitezelor punctului material ce s-ar misca dupa liniile de
coordonate. Prin urmare, componentele vitezei in coordonate sferice vor fi:



6)

Xx=ve, tve,+v.e, =re +roe,+rpsinde,.

Fie x= x(s) traiectoria punctului material P si fie {T,V,B}triedrul Frenet asociat.
Aici, T este versorul tangentei, v versorul normalei principale si B versorul
binormalei la curba in punctul P. Sunt cunoscute formulele lui Frenet:

dr_v
ds R
dp__v
ds T
dv T B
& RT

cu R >0 raza de curbura si T > 0 raza de torsiune.
Viteza lui P va avea, in triedrul Iui Frenet, componentd tangentiald

X = VT = §T, V:|X, iar acceleratia componente tangentiale $i  normale:

2
o .V : . < .
X=VT+— v=at+a,v. Deci, acceleratia se giseste in planul osculator (T, V).
R : ' |

Avem urmatoarele cazuri particulare:
Daca a, =0, obtinem v = const. (miscare uniforma).

< ! . e
Daca a, #0, a, =0, rezulta 'S 0 (miscare rectilinie).
Dacé a, =a, =0, avem miscare rectilinie §i uniforma.
In sistemul de coordonate carteziene (x, y), aflat in plan vertical, luim dreapta dati

drept axa Ox si presupunem ca la momentul initial punctul P coincide cu originea
sistemului O (vezi Figura A.1).

v

Figura A.1



Conditia de rostogolire fara alunecare se va scrie |OA| = arc(AP). Dect, vit =R, sau

v, . . . - ..
0= E()t = wt . Traiectoria punctului P va fi data de ecuatiile:

, @ =const.

x=R(6—-sinf)=R(wt—sinwt)
y=R(1-cos@)=R(1-coswt)

care reprezintd ecuatiile parametrice ale cicloidei. Componentele vitezei vor fi:

xX= Ra)(l—cosa)t)
y=Rwsinwt ’

iar cele ale acceleratiei vor avea forma:

{)’é = Rw’ sinwt

=Rw’ coswt '

o - . . . ot . o >
Marimea vitezei este v:2Ra)sm7, iar vectorul vitezd este normal pe AP,

—>
modulul sdu fiind egal cu | AP | @. Mirimea acceleratiei va fi a=Rw’, vectorul

—>

—
acceleratie are directia vectorului PC , iar modulul ei este egal cu o’ | PC |.

8) Ecuatiile parametrice ale elicei circulare de pas 4 si raza R, sunt:

x=Rcos0

y=Rsin0O , unde 0 € R este unghiul polar.
h

z=—o=0
21

Conditia de migcare uniforma conduce la relatia 8 =wt?, @ =const. Prin urmare,
componentele vitezei vor fi:

x=—Rwsinwt

y=Rwcoswt
h

Z=—m
27

iar cele ale acceleratiei au forma:



¥=—Rw’cosmt
y=-Ro’sinwt
z=0

e Capitolul 3

1) — 3) Se foloseste formula (3.2), pentru sisteme corespunzatoare de coordonate.

4) Din formula (3.2) si proprietatea integralei de a fi aditiva de domeniu.

5) Din formula (3.2) si proprietatea integralei de a fi substractivd de domeniu.

6) Fie R = ZF[ # 0, O un pol fixat. Atunci:

i=1

M, =M, + POxR,deci RxM, =R><M0+R><(PO><R]=0.

op _RxM, R-OP

Rezulta OP = 5 —R=r,+ AR, cu A parametru real.
R R

Prin urmare, locul geometric al punctelor P pentru care R si Mp sunt colineare este o
dreapta, care trece prin punctul avand vector de pozitie r si este paralela cu R.

Pe de alta parte, daca P = P(x,y,z), Mo= (L,M,N) si R = (X Y,Z) sunt coordonatele lui
P si componentele vectorilor R si My intr-un reper ortonormat, atunci ecuatiile
scalare ale axei centrale vor avea forma:

L-(yZ-zY) M —(zX -xZ) N—(xY—yX).

X Y Z

7)—10) Vezi lucrarile [5-7].

e Capitolul 4
2
1) Solutia problemei Cauchy este x(¢)= —&+v0t. Timpul de urcare va fi ¢, = v—o, iar
2 g
V2
iniltimea maxima x(f, )= -2
2g

2) Solutia problemei Cauchy are forma:



x(t) = (vo cosa)t

y(t) —g—t2+(v0 sina )z .
z(t)=0 ?

Ecuatia traiectoriei va fi:

(A.1) y=—=~t Y i(tga)x,
2vycos’ a

ceea ce reprezinti o paraboldi ce trece prin punctele O(0, 0)siB(0, x,),

2 2
% v

_ Y0 o SEREY) s _ _ Y
cux, = Esm 2a.. ,,Bétaia” va fi maxima pentru ¢ =7 /4, x,_ ., =—.

Coordonatele varfurilor traiectoriei sunt

2 2
x, =% gin2q, y =D sin’q
2g 2g
A . P 5 2vg
ele aflandu-se pe elipsa x“ +4y" =—y.

Punctele P(X Y ) din planul Oxy prin care pot trece parabolele (A.1), pentru o
2
variabil, se afld in interiorul parabolei de siguranta y = ;—0 —% X
g Y

3) Problema Cauchy datd, va avea urmdtoarea formd, in proiectie pe axele sistemului
cartezian Oxy, situat in plan vertical (vezi Figura A.2):

X=-g CD(V)E x(0) = 1(0)=0
(A.2) v
v

p=-g-go(v) v H0) =vycosa, §(0) = v,sina.




\ @

q
v

Figura A.2

Sistemul diferential (A.2) este neliniar. Pentru a-l1 aduce la o formd integrabila, vom
efectua schimbarea de variabile (%,7)—> (v,0), unde v = |x

, iar 0 este unghiul vitezei x

cu axa Ox.
Astfel, obtinem componentele vitezei: X =vcosd, y=vsing.
Din sistemul (A.2) rezulta:

vcos@—vOsind = —gp(v)cosd
vsin@+vOcosh =—g — g(o(v)siné?

sau, inca:

(A.3)

{‘} =-gsinf - go(v) W0)=v,, 6(0)=a.

v =—gcosf
Am obtinut un sistem diferential neliniar, de ordinul 1, 1iIn variabilele

hodografice (v,@). Eliminand timpul intre cele doud ecuatii (A.3), rezultd ecuatia
fundamentala a balisticii exterioare:

v _ mq _
(A.4) 10 v[tg@ + 050 , v(a) =V, .

Presupunand cunoscutd solutia v(&) a problemei Cauchy (A.4), putem afla
traiectoria, sub forma:

x=— [N Q) d

o

0
si ecuatia timpului: t = —LJ‘ ﬁdq
g ecos C

. k . . : e
4) Notand cu @” =— =const., problema Cauchy asociatd ecuatiei oscilatorului liniar
m

devine:

i+o’x=0, x(0)=x,, x(0)=v, .



Solutia ei se obtine usor, sub forma:

Vo .
x(t)=x,cosw t+Lsinw ¢ .
1)

Vo .
Pentru x, #0, avem reprezentarea x,=acosq,, - asing,, unde a defineste
2

o v ) . 5 v .
amplitudinea, a= x§+—°2, 1ar ¢ diferenta de faza, @, =arctg( 0 j Prin
0] W X

urmare:
x(t) = acos(a)t - (00) ,

unde o este viteza unghiulara (analogia cu migcarea circulara uniforma).
Perioada de oscilatie va fi:

. k e . . e
5) Notand cu @” =— = const., problema Cauchy asociati ecuatiei oscilatorului liniar
m

amortizat va fi:
i+ i+a’x=0 x(0)=x, , %(0)=0 .

Presupunand cd A este suficient de mic, astfel ca discriminantul ecuatiei
caracteristice A= A'—4®” <0, rezultd urmitoarea solutie:

2 )
x=x,e > t[cosyt+j—sinyt} , 7/:%\/4012—/14 .

/4
12
Notand cu x, =a,cosq,, 2—x0 =a,sing,, obtinem reprezentarea solutiei sub
4
forma:
22
——t
x=a(t)cos(y t—g,) , alt)=age * .

—®©

Evident ci amplitudinea tinde la zero, a(t)—=2—0.
Perioada de oscilatie va fi:



6)

2)

Aplicand definitia stabilitatii pozitiei de echilibru x=0, x=0,solutiei problemei
oscilatorului liniar 4):

Vo .
x(t)=x,cosmt+Lsinw ¢,
@

rezulta ca |x(t)|<e, |xX()ke, daca |x, <o, |x,|<7, unde
0 = min d , ¢ .

I+l/o 1+
Capitolul 6

Proiectand, pe verticala locului, conditia de echilibru a punctului material P, de masa

« A . . m
m, aflat la suprafata Pamantului, obtinem G, =mg, = f—,

0
acceleratiei gravitationale de la suprafata Pamantului. La distanta » de centrul

mM

2
< A . . . R
Pamantului, aceeasi conditie va avea forma G=mg = f ——=G, (—Oj , unde g este
r r

unde go este marimea

marimea acceleratiei gravitationale la distanta ». Lucrul mecanic elementar efectuat in
deplasarea pe verticala locului, sub actiunea fortei de atractie universald, va avea

2
expresia dL=G'dx=—GO[—°) dr. Lucrul mecanic necesar deplasdrii punctului

7

material de la suprafata Pamantului, la distanta R de centrul Pamantului, va fi dat de
expresia:

L=deL=GOR02 1]
Ry R Ro

Din teorema de conservare a energiei, tindnd cont ca viteza initiald a punctului
material este nuld, obtinem viteza sa de cadere pe suprafata Pamantului, sub forma:

R
v =\/2gORO(1—?Oj :




3)

2)

DacaR —> o, v—./2g,R, =v,. Pentru R=6380 km si g,=9,81 m/s’, rezulti ci

v, =1118km/s (a doua viteza cosmica).

Folosind problema precedentd si distributia de acceleratii in miscarea circulara
uniforma, obtinem:

2 2
g, =g By v
" U (R,+h) Ry+h’

de unde, rezultd: v=,/g,(R, +4).

vV _ &k
R,+h \R,+h

Viteza unghiulara va fi o = , In timp ce perioada de revolutie va

rezulta T:2—7r=27r Ry +h i

@ 8
Pentru go = 9,8 m/s>, Ry = 6.380 km si h = 500 km, rezulti gspo = 8,42 m/s”,
v="7,61km/ssiT=1h35".

Capitolul 8

Sistemul are 2 grade de libertate: x = |OG| si &= |GPI1 (vezi Figura A.3).

y
(0,a) Py(m)
X Fi»
o) X G £ P T X
X5 F
(0,-a) ~ Py(m)
Figura A.3

Fortele interioare ale sistemului vor avea expresiile:



3)

Teorema de migcare a centrului de masa, proiectatd pe axa Ox va avea forma:
2mi =0, de unde obtinem x(¢)=x, +v,t .

Deci, centrul de masa G are o miscare uniforma pe axa Ox.

Vectorii de pozitie ai punctelor P; si P vor fi:

X, =(x+§)i++aj, X, =(x—§)i—aj.

Din teorema energiei dT =dL, , scrisa sub forma

d[%(ﬁ;f +x§)} =F,-dx, +F, -dx,,

rezulta:
dlm(& + )| = —2kde>.

Tinand cont de miscarea uniforma a centrului de masa G (x = vo), obtinem ecuatia
diferentiala:

52 :w2(12 _é;z)
cu o sil determinate de constantele problemei. Prin urmare,
Et)=Isin(xw 1 +C).

In concluzie, punctele P; si P, au o miscare oscilatorie de-a lungul dreptelor y =+a,
in raport cu centrul de masa G.

Deoarece sistemul este Inchis, centrul sdu de masa se va misca rectiliniu si uniform.
Fortele interne, de tip elastic, se vor scrie: F,;; = —k(xi -X, ), k > 0, unde x; este
vectorul de pozitie al punctului P..

Considerand punctul P;, ecuatia sa de migcare va fi:

n n n
m¥; =Y F;=kY x; —(n—1)kx; =k D x; —nkx; .
j=! = J=1

J#i J#i



4)

a)

Pe de altd parte, vectorul de pozitie & al centrului de masda G va avea forma

n
nm& = mZX/ . De aici, rezulta:
=

X, :@(Fb_xi):k_npia'
m

i
m

Deci, acceleratia lui P; este coliniard cu vectorul de pozitie al lui P; in raport cu G,

—
GP;: = X; .
Folosind relatia x| = x, —& si faptul ca centrul de masa se misca rectiliniu si uniform,
< kn ..
deducem cd X =X, = ——X/.
m

De aici, rezulta

— —

. kn
(t)= C, coswt+ C, sinwt, o> ==—=const. .
m

'
i

X

In concluzie, traiectoriile punctelor P;, relative la centrul de masa G, sunt elipse cu
centrul in G.

Sistemul are 3 grade de libertate daca firul este intins si 4 grade de libertate daca firul
nu este intins.

In primul caz, vom alege drept parametrii coordonatele &, si &, ale centrului de masa

—
G al sistemului si unghiul € dintre vectorul PP, si axa Ox;.
Atunci, vectorii de pozitie ai punctelor P; si P, vor avea forma:

x, =&+I(cos@i, +sinfi,), x,=E-I(cosfi, +sinbi,),

unde § = & i; +& ip este vectorul de pozitie al lui G.

Fortele interne ale sistemului sunt reprezentate de tensiunile in fir
T —

T,=-T,=—PFP, T>0.
21

Daca firul nu este intins, T; =T, =0, iar punctele P; si P, se misca liber.

Fortele exterioare sistemului vor fi, in acest caz, de forma:

F, =—k’m(& +1cos@)i,, F,=—k’m(& —Icosh)i,



b)

Din teorema de miscare a centrului de masa rezulta:
2mE=F, +F, ==2k’mé, i, ,

sau, pe componente:

¢ :_k2§1 > 5220 .

Deci, miscarea centrului de masa va fi data de relatiile:
& =Cicos(kt—C,), & =Cst+Cy.

Pentru a obtine miscare in raport cu centrul de masa, va trebui s determinam unghiul
6. El va fi obtinut din teorema energiei, scrisd in raport cu centrul de masa G.

Energia cineticd va fi T, =m/*0%, dL¢ =0 (dacd firul este intins sistemul este

rigid, iar daca el nu este intins fortele interne sunt nule), iar
dr¢ =(F —F,)-(—/sin@1i, +Icos@i,)dO = k*ml*sin260 d6

De aici, se obtine ecuatia diferentiala:
20 =k’sin20,
care are integrala prima:
0> =—k*cos’O+h.
De aici, printr-o cuadratura, putem afla unghiul 6.
In al doilea caz, fortele exterioare sistemului vor avea forma:
F, =—k’m(x, —ai,), F,=-k>m(x,+ai,).

Din teorema de miscare a centrului de masa, obtinem:

de unde, rezulta:

€= C, coskt+ C, sinkt .

Deci, centrul de masa G se misca pe o elipsd de centru O, ca si cand el ar fi atras de O
cu o fort elasticd de modul &*.
Utilizand teorema energiei, gasim ca unghiul @ este solutia ecuatiei diferentiale:



1)

b)
©)

b=k %sin@ :
care are integrala prima:
0% =2k* %COSH+ h .

Capitolul 10

Vom alege sistemul ortonormat Oxy in planul miscérii planetei P, unde Soarele S se

afla in originea O. Vectorul de pozitie al lui P va fi dat de expresia x=re,, r = |x

3
iar (e,,e,) sunt versorii bazei ortonormate, asociate coordonatelor polare (r, 6’) din

planul Oxy.
Pornind de la legile lui Kepler:

planetele descriu traiectorii plane (anume, elipse) in jurul Soarelui, aflat intr-unul
dintre focare:

miscarea planetelor se face cu viteza areolarad constanta;

raportul dintre cubul semiaxei mari a elipsei si patratul perioadei de revolutie este
acelasi pentru toate planetele,

vom obtine expresia fortei de atractie universala.
Componentele vitezei in aceasta bazd vor fi x =7 e, +r68 e, . Calculand |x>< x| =r'0,

rezulti din legea a doua a lui Kepler ca r?0 = C = const. (legea ariilor). In aceste
conditii, teorema momentului cinetic, implica:

L lxx ()= m(CK)=xxF=0

unde k este versorul axei fixe Oz, normale planului Oxy.
Deci, forta F este centrala, F=Fe, , F=F]|.
Din legea 1ntéia a lui Kepler rezulta traiectoria in coordonate polare, sub forma:

u(0)= 1 1+ecos(6—6,)

= = , O<ex<l.
r(0) p
2
Folosind ecuatia lui Clairaut C’u d L; +u|= o , unde p= este masa
déo ou m+
C’u
echivalenta, iar ¥ =V (u) este energia potentiald, obtinem V = — “u

p



3)

4)

Cu 1 o 2
= -— , unde parametrul elipsei p = L )
p T a

In fine, utilizind legea ariilor si legea a treia a lui Kepler, rezulti

Deci, F =—

TO . . .
'[0 Cdt=CT, =+2nab, unde T, este perioada de revolutie, %C viteza areolara

constantd, iar 7 ab este aria elipsei.

. Ar’a’ 1 mM dr’a’ 1 -
Deci, F=————pu-—= _f -—, unde am notatcu f'=———- =const.. In
1, r r Iy, m+M
. . . . . mM mM X
concluzie, forta de atractie universald va avea expresia F =— f —e, =— L .
r A

Daca traiectoria este parabolicd avem r(@) = o_a Din legea ariilor r’¢=C,
!

2
PAL

unde anomalia adeviratd ¢ =0—6,, rezultd C dt =r>(¢)dg.

Integrand, obtinem ecuatia timpului in migcarea parabolica
2

P, .1 59

ltgt+—tg’ = |=Clt—t,).

. (g St 2) (e-1,)

Capitolul 11

Alegem reperul fix Oxx; cu originea n punctul B si axa Ox; in directia si sensul

curgerii apei. Fie e; si e, versorii axelor de coordonate si xlo ,xg coordonatele
punctului 4.
Daca notam cu v viteza absoluta si cu u versorul vitezei relative, avem relatia:
% .
vV=y, e, +7°u, u=cospe, +sinpe, ,
unde ¢ este unghiul dintre u si e.

. BA
Din ipoteze rezulticd v=—v- =-— Y (xo ; )

BA (0 +(x

Av

v f ] + ()

Prin urmare, proiectand pe axe rezulta

. _ 0 0
Deci, u=- (x1 e +x2e2>—/1e1.



Astfel, obtinem ecuatia trigonometrica in ¢, care ne da directia ceruta, sub forma:

A+cos x?
hrcoso_x o
sing x5

Ecuatia precedenta va avea solutii daca A <, [1+| —

b) Fie x, (t) sl X, (t) coordonatele punctului P, care marcheazd pozitia vaporului in
cursul traversarii raului. Viteza absoluta a lui P va avea forma:

—>
Vo _ P4 xe +xe

V=v0e1+7u, u= = 5 5
PA ﬂxl +.x2

Pe componente, obtinem sistemul diferential:

VoX1

[.2 2
7\. xl+X2

VoX2

R
A X1 +X2

cu datele initiale x; (O):xlo , X (O):xg .
Eliminand timpul in sistemul diferential precedent, rezultd ecuatia diferentiala a
traiectoriei:

X =vy—

Aceastd ecuatie fiind omogend, vom face substitutia clasicd x; =x,-z. De aici,
deducem ecuatia diferentiald in z(x, ):



-y

dZ d)C2
\/1+Z2 X2 ,

care are solutia:

Z+1’1+22 :xl—’_— Vxlz_i_xz:[gjk

2% X2

unde C este o constanta de integrare.
Rezulta ecuatia traiectoriei absolute sub forma:

A
o oalfc _(x_zjk
2 .X2 C

Daca A<1, coordonatele x, =x,=0 satisfac ecuatia traiectoriei, deci vaporul
ajunge in 4.

Daca A >1, din x, — 0 rezultd x; — 0.
Daca A =1, traiectoria este o parabola de axa Ox;.

. . . dx VoX . e
Pentru a afla timpul de traversare, vom folosi ecuatia —2 = — 02 sl ecuatia traiectoriel

dt M/xlz + x%
A N A A
xlzx—2 < _(x_z) .Seobgineaft:—L < + 22 dx, .
21 x C 2vy |\ X, C
0

Integrand aceastd ecuatie diferentiald, cu datele initiale x,(0)=x, x, (0)=xg,

obtinem ecuatia timpului:

A 2
C_&L £ +L(X_2) A#1
ooy [1-Alx, ) 1+alc) |

2
—1 Clnx—20+—(xg) _XZZ , A=
2C

2v, X,

Constantele de integrare au forma:

1/A

x° Y 20 1 (¢ 1 (<Y
szg —10+ 1+ —10 5 Cl:—z —| +— 72 X
X, X, 2vy [ 1=\ x, 1+ C



5)

In ecuatia timpului, ficand x, — 0, obtinem timpul de traversare T = C,, daca A <1,
si T —> oo, daca A>1.

Ludm punctul de pornire a inotatorului drept originea O a sistemului cartezian fix
Oxx2, cu axa Ox) paralela si de acelasi sens cu viteza apei si axa Ox;, Indreptatd spre
rau. Fie e, e, versorii acestui sistem de coordonate.
Din ipoteze rezulta cd apa va avea viteza:
v
0
—Xx,e, X,E€ [O,h]
Vi=1, ,
0
7(2h ~x,)e,, x,el|n2h]

. . c o Ao . V
iar viteza relativa a tnotatorului va fi v, = 7°e2 .

Prin urmare, viteza absoluta este data de expresiile:

—X, e +v7082 ., x,€0,A]
V= .
%O(Zh—xz)el +V7° e,, x,el[h2h]

De aici, proiectand pe axele sistemului de coordonate, rezultd sistemul de ecuatii
diferentiale:

V—Oxz , X, € [O,h]
)2:2 =, )'Cl = ‘fl 5
70(2h—x2), X, € [h,2h]

asociat conditiilor initiale x;(0)=x,(0)=0.

Solutia sa va fi:
2
2o 2 e {O,@}

Vo 2hA Vo
2E70 T Ly (apa hA 2hA
O | —Z_¢f|-hA, te|—,—=
2hA\ v, VoV

Eliminandu-1 pe #, din ecuatiile parametrice precedente, obtinem ecuatia traiectoriei
absolute:



6)

%xzz , X, € [O,h]

A
Exz (4h—x,)-hA, x,e[h2h]

Deci, traiectoria absolutd este formatd din doud arce de parabola, simetrice 1n raport

cu punctul (%,hj. Inotitorul va atinge malul opus in punctul (Ml,2h). Timpul de

traversare vafi 7 = % .

Yo
Din enunt rezultd ca viteza unghiulard a miscarii punctului pe cerc este egald cu
viteza unghiulard de rotatie a planului cercului. Fie @ aceastd viteza unghiulara
constanta si R raza cercului.
Fie Oxixox3 un reper fix cu originea in centrul cercului si Ox;x5x3 un reper mobil,

solidar cu cercul, astfel ca Oxz coincide cu Oxj, planul Oxjxj contine cercul, iar
planul Oxx;3 reprezintd pozitia initiala a planului mobil Ox;x3.
La momentul initial punctul P se afld pe axa Ox;. In aceste notatii, avem relatiile:

_ _ _ !
X, =0, o=we,=we;,

e, =e coswt+e,sinwt, e,=—e;sinwt+e,cosmr.

In plus, vectorul de pozitie al lui P in reperul fix va fi:
x=R (e1 cos’ wt+e,sinwtcosmt +e, sina)t) .
Rezulta ca viteza absoluta a lui P va avea forma:
v=X=Ro(—e sin2wt+e, cos2mt +e, cosmt) ,
1ar acceleratia absoluta va fi:
a=X=Ro’ (—Ze1 cos2mt—2e,sin2wt—e, sina)t) .

Ecuatiile parametrice ale traiectoriei absolute vor fi:

x, =Rcos’wt, x,=Rsinwtcoswt, x,=Rsinwt .

2

Ea reprezinta o curbd sferica, obtinutd prin intersectia sferei xlz + x5 +x_% =R? cu

cilindrul xlz +x§ = Rx| (curba lui Viviani).



e Capitolul 12

1) Din expresiile matricilor:

cosy siny 0 1 0 0
A=|—-siny cosy 0|, B=|0 cosf sind |si
0 0 1 0 —sin@ cosé
cosp sing O

C=|—sinp cosp 0],
0 0 1

rezultd matricea de trecere de la reperul inertial & la reperul neienertial £, sub forma:
cospcosy —cosfsingsiny  cos@siny +cosOsingcosy  sinOsing

C B A=| —sin@cosy —cosOcosesiny —singsiny + cosOcospcosy  sindcosp
sinBsiny —sinOcosy cosO

3) Din relatiile (12.16), avand in vedere componentele vectorilor implicati, in baza
ortonormata e, e,, es, rezulta ecuatiile scalare ale axoidei fixe, sub forma:

. % % . % %
Xo; + @, (x3 — Xo3 )_ @, (xz _xoz) Xop + @5 (x1 _x(n)_ 2 (x3 _xo3)

2 2

. * *
_ Xo3 T @, (xz — Yo )_ @, (‘xl _xm)
@y

4) Fie d' distanta dintre axele 6’ si J, respectiv d" distanta dintre axele 6" si & . Din
definitia momentului de inertie fatd de o axd, avem relatia /5 =15+1, iar din

teorema lui Steiner rezultd 5 =1 +Md"?, I =1 +M'd"* . Pe de alti parte, din
definitia centrului de masa, deducem Md'=M'd", d'+d" =d.Rezulti ca:
M” . M’
d' "

=————d sid' =——d
M +M" M'+M"

Astfel, obtinem generalizarea teoremei lui Steiner:

MM"
7 " 1712 nan2 _ g1 " 2
Ig=1g+1gn+Md”+M'd _15,+15,,+md .
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